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Ноябрь 1996 г . 
У С П Е Х И Ф И З И Ч Е С К И Х Н А У К 

Том 166, № 11 

О Б З О Р Ы А К Т У А Л Ь Н Ы Х П Р О Б Л Е М 

Вейвлет-анализ: основы теории и примеры применения 

Н.М. Астафьева 

Представлены основы теории вейвлет-преобразования — аппарата, хорошо приспособленного для изуче­
ния структуры неоднородных процессов. В отличие от преобразования Фурье, анализирующая функция 
которого покрывает всю временную ось, двухпараметрическая анализирующая функция одномерного 
вейвлет-преобразования хорошо локализована и во времени, и по частоте. Возможности преобразования 
показаны на примерах анализа модельных рядов с хорошо известными свойствами {гармонических, с 
различными особенностями, фрактальных) и данных длительных наблюдений за изменением некоторых 
метеорологических характеристик {индекс Южного Колебания, глобальные и полушарные температу­
ры). Анализ ряда событий Эль-Ниньо и изменений индекса Южного Колебания выявил периодические 
компоненты процесса, ряд локальных периодичностей и временные масштабы, на которых данные имеют 
автомодельную структуру. Похоже, в целом анализируемый процесс демонстрирует комбинированное 
поведение: есть стохастическая и ряд регулярных компонент. Временные структуры глобальной и 
полу тарных температур качественно схожи. Основное различие состоит в том, что потепление 
{тренд) слегка значительнее и начинается раньше в Северном полушарии {возможная причина этого — 
большее количество суши); излом тренда в начале текущего столетия, связываемый обычно с техноген­
ным фактором, не обнаружен. 

PACS numbers: 02.30.-f, 02.90. + р, 92.60.-е, 92.60.Ry 
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1. Введение 
Т е р м и н "вейвлет" ( д о с л о в н ы й п е р е в о д — м а л е н ь к а я 
в о л н а ) п о я в и л с я с р а в н и т е л ь н о н е д а в н о — его ввели 
Г р о с с м а н и М о р л е (Grossman & Morle t ) в середине 80-х 
г о д о в в с в я з и с а н а л и з о м с в о й с т в с е й с м и ч е с к и х и 
акустических сигналов [1]. В настоящее время семейство 
а н а л и з а т о р о в , н а з в а н н ы х в е й в л е т а м и 1 , н а ч и н а е т 
ш и р о к о применяться в задачах распознавания образов ; 
при обработке и синтезе различных сигналов , например , 
речевых; при а н а л и з е и з о б р а ж е н и й с а м о й р а з л и ч н о й 
п р и р о д ы (это м о г у т б ы т ь изображение р а д у ж н о й обо­
лочки глаза , р е н т г е н о г р а м м а почки, спутниковые изо­
б р а ж е н и я о б л а к о в или поверхности п л а н е т ы , снимок 
м и н е р а л а и т.п.); д л я изучения свойств турбулентных 
полей; д л я свертки (упаковки) б о л ь ш и х о б ъ е м о в инфор­
м а ц и и и во многих других случаях. 

Вейвлет-преобразование о д н о м е р н о г о сигнала состо­
ит в его разложении по базису, сконструированному из 
о б л а д а ю щ е й определенными свойствами солитонопо-
д о б н о й функции (вейвлета) посредством м а с ш т а б н ы х 
изменений и переносов. К а ж д а я из функций этого базиса 
характеризует как определенную пространственную 

Н.М. Астафьева. Институт космических исследований РАН, 
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Статья поступила 23 мая 1996 г., после доработки 18 июля 1996 г. 

1 В русскоязычной литературе мало статей, в которых упоминаются 
вейвлеты, и пока не появилась устойчивая терминология. Введенные 
автором в [17] термины "локализованный спектральный анализ" или 
"спектральный анализ локальных возмущений" подходят по смыслу, 
но будучи слишком громоздкими, пока не были использованы 
другими авторами. {Примеч. автора) 

1УФН, т. 166, №11 © Н.М. Астафьева 1996 



1146 Н.М. АСТАФЬЕВА [УФН 1996 

(временную) частоту, так и ее л о к а л и з а ц и ю в физическом 
пространстве (времени). 

Т а к и м о б р а з о м , в отличие от т р а д и ц и о н н о применяе­
м о г о д л я анализа сигналов преобразования Фурье вейв­
лет -преобразование обеспечивает д в у м е р н у ю развертку 
исследуемого одномерного сигнала, при э т о м частота и 
к о о р д и н а т а р а с с м а т р и в а ю т с я как независимые перемен­
ные. В результате появляется в о з м о ж н о с т ь анализиро­
вать свойства сигнала одновременно в физическом 
(время, координата ) и в ч а с т о т н о м пространствах . 
Сказанное легко о б о б щ а е т с я на неодномерные сигналы 
или функции. 

В зарубежной литературе уже принято спектр Фурье 
н а з ы в а т ь single spect rum в отличие от спектра, получен­
ного на основе коэффициентов вейвлет-преобразования , 
— time-scale spectrum, или wavelet spectrum. 

О б л а с т ь использования вейвлетов не ограничивается 
а н а л и з о м свойств сигналов и полей различной п р и р о д ы , 
полученных численно, в эксперименте или при н а б л ю д е ­
ниях. Вейвлеты н а ч и н а ю т применяться и д л я п р я м о г о 
численного м о д е л и р о в а н и я — как иерархический базис, 
х о р о ш о приспособленный д л я описания д и н а м и к и слож­
ных нелинейных процессов, характеризующихся в з а и м о ­
действием возмущений в широких диапазонах простран­
ственных и временных частот . 

Р е з у л ь т а т ы многочисленных экспериментов свиде­
тельствуют о т о м , что при больших значениях числа 
Рейнольдса значительная часть объема турбулентной 
жидкости остается пассивной относительно диссипации 
энергии и, следовательно , относительно о б р а т н о г о ее 
каскада . Вейвлет-анализ оказывается очень у д о б н ы м 
д л я анализа процессов с п е р е м е ж а е м о с т ь ю . Он позво­
ляет выявить пространственно распределенные свойства 
изучаемого объекта , определить наличие перемежаемо­
сти и распределение областей диссипации, получить 
л о к а л ь н у ю высокочастотную и г л о б а л ь н у ю крупно­
м а с ш т а б н у ю и н ф о р м а ц и ю об объекте и м н о г о е другое 
достаточно точно и без избыточности . 

Известны трудности , встречающиеся при обработке 
коротких высокочастотных сигналов или сигналов с 
л о к а л и з о в а н н ы м и частотами . Вейвлет-преобразование 
оказывается очень у д о б н ы м и н с т р у м е н т о м д л я адекват­
ной расшифровки таких данных, поскольку элементы его 
базиса х о р о ш о л о к а л и з о в а н ы и о б л а д а ю т п о д в и ж н ы м 
частотно-временным окном . 

Д а л е к о не случайно м н о г и е исследователи н а з ы в а ю т 
вейвлет-анализ "математическим м и к р о с к о п о м " — 
название прекрасно отражает замечательное свойство 
м е т о д а сохранять хорошее разрешение на ра зных 
м а с ш т а б а х . Способность этого "микроскопа" обнару­
ж и т ь в н у т р е н н ю ю структуру существенно неоднород­
ного объекта и изучить его л о к а л ь н ы е скейлинговые 
свойства п р о д е м о н с т р и р о в а н а на многих примерах , в 
частности, на таких классических, как ф р а к т а л ь н ы е 
функции Вейерштрасса и вероятностные м е р ы канто-
ровских р я д о в . Применение вейвлет-анализа к турбу­
л е н т н о м у п о л ю скорости в в е т р о в о м туннеле при 
б о л ь ш и х числах Рейнольдса впервые д а л о наглядное 
подтверждение наличия каскада Ричардсона . П о к а з а н о 
сходство энергетического каскадного процесса со струк­
турой м у л ь т и ф р а к т а л ь н ы х неоднородных канторовских 
р я д о в . Е щ е более эффективным оказалось применение 
вейвлет-анализа к м у л ь т и ф р а к т а л ь н ы м и н в а р и а н т н ы м 
м е р а м некоторых х о р о ш о известных динамических 

систем, м о д е л и р у ю щ и х н а б л ю д а е м ы е в диссипативных 
системах ситуации перехода к хаосу. 

Т а к и м о б р а з о м , вейвлеты м о г у т с успехом приме­
няться д л я решения различных п р о б л е м . О д н а к о они 
еще недостаточно ш и р о к о известны кругу исследовате­
лей, з а н и м а ю щ и х с я а н а л и з о м экспериментальных и на­
турных данных. В настоящей р а б о т е сделана попытка по 
в о з м о ж н о с т и наглядно и просто и з л о ж и т ь сведения из 
теории вейвлетов, необходимые при практическом при­
менении вейвлет-преобразования д л я анализа сигналов 
различной п р и р о д ы . 

В разделе 2 проведена аналогия м е ж д у р я д а м и Фурье 
и р а з л о ж е н и е м в р я д ы по вейвлетам, введены основные 
определения вейвлет-преобразования . В разделе 3 опи­
саны признаки и свойства функций, с п о м о щ ь ю к о т о р ы х 
формируется базис вейвлет-преобразования , приведены 
п р и м е р ы наиболее часто используемых вейвлетов . В 
разделе 4 перечислены свойства вейвлет-преобразова­
ния, введены некоторые физические характеристики и 
п о к а з а н ы некоторые в о з м о ж н о с т и вейвлет-анализа . 
М а т е р и а л основан, г л а в н ы м о б р а з о м , на сборниках и 
м о н о г р а ф и я х [ 2 - 4 ] и прекрасных р а б о т а х И н г р и д 
Добечи (Ingrid Daubechies) [5] и М а р и Ф а р ж (Marie 
Farge) [6]. В разделе 5 приводятся п р и м е р ы применения 
вейвлет-преобразования к м о д е л ь н ы м сигналам различ­
ного характера ; в разделе 6 представлены р е з у л ь т а т ы 
вейвлет-анализа натурных временных метеорологиче­
ских р я д о в . 

2. От преобразования Фурье 
к вейвлет-преобразованию 
И н т е г р а л ь н о е п р е о б р а з о в а н и е Ф у р ь е и р я д ы Ф у р ь е 
я в л я ю т с я основой г а р м о н и ч е с к о г о анализа . П о л у ч а е ­
м ы е в результате преобразования коэффициенты Фурье 
п о д д а ю т с я достаточно простой физической интерпрета­
ции , п р и ч е м п р о с т о т а ни в к о е м случае не у м а л я е т 
важности последующих в ы в о д о в о характере исследуе­
м о г о сигнала. Применение интегрального преобразова ­
ния и р я д о в Фурье (в вычислениях, аналитических преоб­
разованиях) очень наглядно , все необходимые свойства и 
ф о р м у л ы в ы п и с ы в а ю т с я с п о м о щ ь ю всего двух действи­
тельных функций s in t , cost (или одной комплексной — 
синусоидальной в о л н ы exp(if) = cos t + i s in t, i = и 
достаточно легко д о к а з ы в а ю т с я . 

Вейвлет-преобразование не так х о р о ш о и ш и р о к о 
известно, поскольку применяется сравнительно недавно 
и математический а п п а р а т находится в стадии активной 
р а з р а б о т к и . П о э т о м у д л я большей наглядности будем, 
следуя [4], вводить необходимые понятия вейвлет-ана­
лиза , п р о в о д я аналогии и сравнения с а н а л и з о м Фурье, 
значимость и привлекательность к о т о р о г о д л я ш и р о к о г о 
круга исследователей н е о с п о р и м ы и проверены време­
нем. 

Определения, свойства и их следствия приводятся д л я 
о д н о м е р н ы х функций, р я д о в данных. П р и необходимо­
сти все сказанное м о ж е т б ы т ь о б о б щ е н о на м н о г о м е р н ы е 
случаи. Д л я определенности м ы г о в о р и м о функциях, 
зависящих от времени, о временных рядах и, соответ­
ственно, о частотах . О д н а к о без нарушения общности 
независимая к о о р д и н а т а м о ж е т б ы т ь пространственной 
(с с о о т в е т с т в у ю щ и м и в о л н о в ы м и числами) и л ю б о й 
другой . 
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2.1 . Р я д ы Фурье 
Н а п о м н и м н е к о т о р ы е п о н я т и я , к о т о р ы е п о н а д о б я т с я 
н а м в д а л ь н е й ш е м . П у с т ь £ 2 ( 0 , 2 л ) — п р о с т р а н с т в о 
квадратично интегрируемых функций с конечной энер­
гией (нормой) 

г2тс 

| / ( 0 | 2 d ^ < o o , te (0,2k). (1) 

Э т о — определение кусочно-непрерывной функции fit). 
Она м о ж е т б ы т ь периодически расширена и определена 
на всей оси R(—ос, ос) так , что 

J{t)=J{t-2n), teR. 

Л ю б а я функция f(t) из пространства 2я-периодиче-
ских квадратично интегрируемых функций м о ж е т б ы т ь 
представлена в виде р я д а Фурье: 

ДО = 5^с и ехр(ш*) . 

К о э ф ф и ц и е н т ы сп в (2) и м е ю т вид 

г2тс 

сп (2я)" f(t) Qxp(-int) dt, 

(2) 

(3) 

и р я д (2) р а в н о м е р н о сходится Kj[t): 

lim 
M.N^oo 

2п 
dt = 0. 

О т м е т и м , что 

wn(t) — ехр(ш^) , п • . , - 1 , 0 , 1 , . (4) 

есть о р т о н о р м и р о в а н н ы й базис пространства £ 2 ( 0 , 2 л ) , 
построенный с п о м о щ ь ю м а с ш т а б н о г о преобразования 
единственной функции w(t) — exp(if) т а к и м о б р а з о м , что 
wn(t) = w(nt). 

И т а к , к а ж д а я 2я-периодическая квадратично инте­
грируемая функция м о ж е т б ы т ь получена суперпози­
цией м а с ш т а б н ы х преобразований базисной функции 
w(t) — exp(if) = cos t + i sin t, т.е. является композицией 
синусоидальных волн с р а з л и ч н ы м и ч а с т о т а м и (с коэф­
фициентами, з а в и с я щ и м и от н о м е р а гармоники) . 

Н а п о м н и м , что д л я коэффициентов р я д о в Фурье 
выполняется равенство П а р с е в а л я 

(2я) |/M|2d; = X>| 2. (5) 

2.2. Разложение по вейвлетам 
Р а с с м о т р и м пространство L2(R) функций J[t), опреде­
ленных на всей действительной оси R(—ос, ос) и обла­
д а ю щ и х конечной энергией (нормой) 

Ef=\ \№\2At< 
J —оо 

(6) 

Функциональные пространства £ 2 ( 0 , 2 л ) и L2(R) 
существенно различны. В частности, л о к а л ь н о е среднее 
значение к а ж д о й функции из L2 (R) д о л ж н о стремиться к 
н у л ю на ± о о . Синусоидальная волна не принадлежит 

L2(R), и, следовательно , семейство синусоидальных волн 
wn не м о ж е т б ы т ь базисом функционального простран­
ства L2(R). П о п р о б у е м найти достаточно простые функ­
ции д л я конструирования базиса пространства L2(R). 

"Волны" , о б р а з у ю щ и е пространство L2(R), д о л ж н ы 
стремиться к н у л ю на ± ос и д л я практических целей чем 
быстрее, т е м лучше. Р а с с м о т р и м в качестве базисных 
функций вейвлеты — х о р о ш о л о к а л и з о в а н н ы е солитоно-
подобные "маленькие в о л н ы " (дословный перевод слова 
wavelet). 

К а к и в случае с п р о с т р а н с т в о м £ 2 ( 0 , 2 л ) , к о т о р о е 
п о л н о с т ь ю ф о р м и р о в а л о с ь с п о м о щ ь ю одной базисной 
функции w(t)9 сконструируем функциональное простран­
ство L2(R) также с п о м о щ ь ю одного вейвлета \j/{i). 
О т м е т и м , что это м о ж е т б ы т ь вейвлет с одной частотой 
или с н а б о р о м частот (frequency bands) . Н а ч н е м с 
дискретных преобразований . 

К а к же с п о м о щ ь ю быстро стремящейся к н у л ю 
л о к а л и з о в а н н о й функции п о к р ы т ь всю ось R(—оо,оо)? 
Н а и б о л е е просто это м о ж н о сделать , предусмотрев 
систему сдвигов (переносов) в д о л ь оси. П у с т ь д л я 
п р о с т о т ы они будут целыми , т.е. \jj(t — к). 

Введем аналог синусоидальной частоты. Д л я про­
с т о т ы и определенности з а п и ш е м ее через степени 
двойки: ф(2Н — к), здесь j и к — целые числа (у, к G I). 

Т а к и м о б р а з о м , с п о м о щ ь ю дискретных м а с ш т а б н ы х 
преобразований ( 1 / 2 7 ) и сдвигов (k/2j) м ы м о ж е м 
описать все частоты и п о к р ы т ь всю ось, имея единствен­
ный базисный вейвлет \j/{i). 

Н а п о м н и м определение н о р м ы : 

1/2 

p{t)q*{t)àt 

(звездочка обозначает комплексное сопряжение) . Следо­
вательно , 

{2Н-к)\\2 
-Jß\ t 

т.е. если вейвлет ij/(t) € L2(R) имеет единичную норму , т о 
все вейвлеты семейства {ф^} вида 

4»jk(t) = vi24»{Vt-k), j , k e i (7) 

также н о р м и р о в а н ы на единицу, т.е. | | ^ д | | 2 = \\Ф\\2 =
 1-

Вейвлет ф £ L2(R) называется о р т о г о н а л ь н ы м , если 
определенное соотношением (7) семейство {ф^} предста­
вляет собой о р т о н о р м и р о в а н н ы й базис функциональ­
ного пространства L2(R), т.е. 

(Ф]к^1т) àjfikm 

и к а ж д а я функция / е L2(R) м о ж е т б ы т ь представлена в 
виде р я д а 

ji к=—оо 
(8) 

р а в н о м е р н а я сходимость к о т о р о г о в L2(R) означает , что 

lim 
Mi, Ni, М2, N2^00 

N2 N1 

f - Y. Y. O-A'A/A 
-M2 -Mi 

1* 
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П р о с т е й ш и м п р и м е р о м о р т о г о н а л ь н о г о вейвлета 
является H A A R - в е й в л е т , названный так по имени пред­
л о ж и в ш е г о его Х а а р а (Haar ) , и определяемый соотноше­
нием 

<АН(0 
О < t < 1 /2 , 
1/2 < t< 1, 
t < 0 , t ^ l 

(9) 

Легко видеть , что л ю б ы е две функции ф^., ф^т, получен­
н ы е из э т о г о в е й в л е т а по ф о р м у л е (7) с п о м о щ ь ю 
м а с ш т а б н ы х преобразований 1/2 7 , \)21 и сдвигов к/2\ 
т/21, о р т о г о н а л ь н ы и и м е ю т единичную норму . 

Сконструируем базис функционального простран­
ства L2(R) с п о м о щ ь ю непрерывных м а с ш т а б н ы х преоб­
разований и переносов вейвлета ф({) с п р о и з в о л ь н ы м и 
значениями базисных п а р а м е т р о в — м а с ш т а б н о г о коэф­
фициента а и п а р а м е т р а сдвига Ь: 

фаЬ(1) = \а\-1'2ф a.beR, ф е L2(R). (10) 

Н а его основе з а п и ш е м интегральное вейвлет-преобра­
зование: 

[W*f](a,b)-
- 1 / 2 

ÂtW dt 

f(tWab(t)àt. ( И ) 

П р о в о д я д а л ь н е й ш у ю а н а л о г и ю с п р е о б р а з о в а н и е м 
Фурье, коэффициенты сд = (/ , ф^к) р а з л о ж е н и я (8) функ­
ции / в р я д по вейвлетам м о ж н о определить через 
интегральное вейвлет-преобразование: 

Cjk = [W+f] 1 1 
2J' V) ' 

(12) 

В д а л ь н е й ш е м иногда вместо []¥ф/](а,Ь) д л я коэф­
фициентов (амплитуд) вейвлет-преобразования исполь­
зуются обозначения W(a,b) или W^f, или W[f\. 

И т а к , к а ж д а я функция из L2(R) м о ж е т б ы т ь получена 
суперпозицией м а с ш т а б н ы х преобразований и сдвигов 
базисного вейвлета, т.е. является композицией "вей-
влетных в о л н " (с коэффициентами , з а в и с я щ и м и от 
н о м е р а в о л н ы (частоты, м а с ш т а б а ) и от п а р а м е т р а 
сдвига (времени)) . 

Использование дискретного вейвлет-преобразования 
(дискретного частотно-временного пространства в виде 
целых сдвигов и растяжений по степеням двойки) позво­
ляет провести доказательство многих положений теории 
вейвлетов [ 2 - 5 ] , связанных с п о л н о т о й и о р т о г о н а л ь н о ­
с т ь ю базиса, с х о д и м о с т ь ю р я д о в и т.п. Д о к а з а т е л ь н о с т ь 
этих положений необходима , например , при сжатии 
и н ф о р м а ц и и или в задачах численного м о д е л и р о в а н и я , 
т.е. в случаях, когда важно провести разложение с 
м и н и м а л ь н ы м числом независимых коэффициентов 
вейвлет-преобразования и и м е т ь т о ч н у ю ф о р м у л у обрат­
ного преобразования . П р и применении вейвлетов д л я 
анализа сигналов непрерывное вейвлет-преобразование 
(11) более удобно ; его некоторая избыточность , связан­
ная с н е п р е р ы в н ы м изменением м а с ш т а б н о г о коэффи­
циента а и п а р а м е т р а сдвига Ь, становится здесь положи­
т е л ь н ы м качеством, так как позволяет более полно и 

четко представить и п р о а н а л и з и р о в а т ь с о д е р ж а щ у ю с я в 
данных и н ф о р м а ц и ю . 

2.3. Обратное вейвлет-преобразование 
Синусоидальная волна ф о р м и р у е т о р т о н о р м и р о в а н н ы й 
б а з и с ф у н к ц и о н а л ь н о г о п р о с т р а н с т в а £ 2 ( 0 , 2 л ) , и с 
о б р а т н ы м п р е о б р а з о в а н и е м Фурье п р о б л е м не возни­
кает . О р т о н о р м и р о в а н н о с т ь же базисов пространства 
L2(R), построенных на основе вейвлетов , определяется и 
в ы б о р о м базисного вейвлета , и с п о с о б о м построения 
базиса (значениями базисных п а р а м е т р о в а, Ь). 

Конечно же, вейвлет м о ж е т считаться базисной 
функцией L2(R) т о л ь к о в т о м случае, если построенный 
с его п о м о щ ь ю базис о р т о н о р м и р о в а н и обратное 
преобразование существует. О д н а к о строгие доказатель ­
ства п о л н о т ы и о р т о г о н а л ь н о с т и сложны и г р о м о з д к и , 
п р и м е р ы этого м о ж н о видеть в [ 2 - 5 ] , где р а з р а б а т ы ­
вается теория вейвлет-преобразования . К р о м е того , д л я 
практических целей часто д о с т а т о ч н о бывает устойчиво­
сти и "приблизительной" о р т о г о н а л ь н о с т и системы 
функций разложения , т.е. достаточно , ч т о б ы она б ы л а 
"почти базисом" . К а к правило , д л я анализа сигналов 
используются такие "почти базисные" вейвлеты. 

За п о д р о б н ы м изложением и д о к а з а т е л ь с т в а м и 
о т о ш л е м к уже ц и т и р о в а н н ы м р а б о т а м , здесь же выпи­
ш е м обратное преобразование л и ш ь д л я тех двух слу­
чаев, что описаны выше: д л я базиса (7), допускающего 
расширения и сдвиги ( 1 / 2 7 , k/2J\j,k G / , и базиса (10), 
построенного при п р о и з в о л ь н ы х значениях (а,Ь), 
a,b G R. 

П р и базисных п а р а м е т р а х ( а ,6 ) , a,beR обратное 
вейвлет-преобразование записывается с п о м о щ ь ю того 
же базиса (10), что и прямое : 

Л 0 = сф 
[1¥ф/](а,Ь)фаЬ(1) 

dadb 
(13) 

Сф — н о р м а л и з у ю щ и й коэффициент (аналогичный коэф­
ф и ц и е н т у (27т) 1/ 2 , н о р м а л и з у ю щ е м у п р е о б р а з о в а н и е 
Фурье): 

С}1 = Г 1<АИ|2 

J —оо 

dco < ос 

(крышечкой сверху обозначается фурье-образ) . 
Условие конечности к о н с т а н т ы Сф ограничивает 

класс функций ф({) G L2(R), к о т о р ы е м о г у т б ы т ь исполь­
з о в а н ы в качестве базисных вейвлетов . В частности, 
очевидно, что образ Фурье ф должен б ы т ь равен н у л ю в 
начале к о о р д и н а т со — 0 и, следовательно , должен б ы т ь 
равен н у л ю по крайней мере нулевой м о м е н т : 

роо 

ф(t)dt = 0. 

Ч а щ е всего в приложениях достаточно рассмотрения 
т о л ь к о п о л о ж и т е л ь н ы х частот , т.е. а > 0; вейвлет, соот­
ветственно, должен у д о в л е т в о р я т ь условию 

Сх1, ! | , А И | 2 

J0 
со 1 dco • \ф(—со)\2со 1 dco < ос . 

В случае дискретного вейвлет-преобразования устой­
чивый базис определяется с л е д у ю щ и м о б р а з о м . 
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Функция ф G L2(R) называется R-функцией, если 
базис {ф^}9 определенный выражением (7), является 
базисом Рисса (Riesz) в т о м смысле , что существуют две 
к о н с т а н т ы А я В, 0 < А ^ В < ос, д л я к о т о р ы х соотно­
шение 

lcjk\ J2 J2 cJkt 
-оо к=—оо 

выполняется при л ю б о й (ограниченной, д в а ж д ы квадра­
тично суммируемой) последовательности {сд} : 

оо оо 

1К^}||2= Е Е Ы 2 < ~ . 
j=—oo к=-оо 

Д л я л ю б о й R-функции существует базис {ф^к} — 
"двойник" базиса {ф^} (в т о м смысле , что (ф^, ф ) — 
— àflàkm)* с п о м о щ ь ю к о т о р о г о м о ж н о построить рекон-
струкционную ф о р м у л у 

л о = Е (Ш^ко-
i-, к=—оо 

(14) 

Если ф — о р т о г о н а л ь н ы й вейвлет и {ф^} — о р т о н о р ­
м и р о в а н н ы й базис, то {ф^к} и {ф^} с о в п а д а ю т и ф о р м у л а 
(14) является ф о р м у л о й о б р а т н о г о преобразования . Если 
ф — не о р т о г о н а л ь н ы й вейвлет, но является двухмест­
н ы м или п а р н ы м R-вейвлетом (dyadic wavelet), то он 
имеет двойника ф, с п о м о щ ь ю к о т о р о г о двойник семей­
ства {ф^} строится подобно базису (7): 

r\t) = L(t) = 2il2kVt-k), j , k e l . (15) 

В о б щ е м же случае реконструкционная ф о р м у л а (14) 
д а ж е не о б я з а т е л ь н о я в л я е т с я в е й в л е т - р я д о м в т о м 
смысле , что ф не является вейвлетом и {ф-*к} м о ж е т не 
и м е т ь базиса-двойника , построенного по типу (10). 

2.4. Частотно-временная локализация 
П р е о б р а з о в а н и е Фурье и р я д ы Фурье я в л я ю т с я прекрас­
н ы м м а т е м а т и ч е с к и м а п п а р а т о м д л я физической интер­
претации процессов при анализе характеризующих их 
с и г н а л о в . О д н а к о и н о г д а они о к а з ы в а ю т с я недоста ­
точно эффективными. 

Реальный сигнал всегда (или, как правило) принадле­
жит пространству L2(R). П р е о б р а з о в а н и е Фурье сигнала 
f(t) с конечной энергией, определенной н о р м о й | | / | | 2 , 
представляет собой спектр этого сигнала: 

/ и f(t) exp(-icot) dt. 

В некоторых случаях физическая интерпретация с 
п о м о щ ь ю этой ф о р м у л ы бывает затруднительна . Так, 
ч т о б ы получить спектральную и н ф о р м а ц и ю на выбран­
ной частоте , необходимо и м е т ь и п р о ш л у ю , и будущую 
временную и н ф о р м а ц и ю ; к т о м у же ф о р м у л а не учи­
тывает , что частота м о ж е т э в о л ю ц и о н и р о в а т ь со време­
нем. П р е о б р а з о в а н и е Фурье, например , не отличает 
сигнал, п р е д с т а в л я ю щ и й собой с у м м у двух синусоид с 
р а з н ы м и частотами , от сигнала, состоящего из тех же 
синусоид, в к л ю ч а ю щ и х с я последовательно одна за дру­
гой (пример рассмотрен в разделе 5). 

К р о м е того , известно, что частота сигнала о б р а т н о 
п р о п о р ц и о н а л ь н а его продолжительности . П о э т о м у д л я 

получения высокочастотной и н ф о р м а ц и и с х о р о ш е й 
т о ч н о с т ь ю важно извлекать ее из относительно м а л ы х 
временных интервалов , а не из всего сигнала; и н а о б о р о т 
— низкочастотную спектральную и н ф о р м а ц и ю извле­
кать из относительно широких временных интервалов 
сигнала. 

Ч а с т ь описанных трудностей снимается при исполь­
зовании оконного преобразования Фурье. Однако бес­
конечно о с ц и л л и р у ю щ а я базисная функция (синусо­
и д а л ь н а я волна) не позволяет получать по -настоящему 
л о к а л и з о в а н н у ю и н ф о р м а ц и ю . Э л е м е н т о м базиса вейв­
лет -преобразования является х о р о ш о л о к а л и з о в а н н а я 
функция, быстро с т р е м я щ а я с я к н у л ю вне н е б о л ь ш о г о 
интервала , что позволяет провести "локализованный 
спектральный а н а л и з " — смысл этого несколько стран­
ного сочетания слов станет ясен из дальнейшего . И н ы м и 
словами , вейвлет-преобразование автоматически обла­
дает п о д в и ж н ы м частотно-временным окном, узким на 
м а л ы х м а с ш т а б а х и ш и р о к и м на больших . 

К а к о в ы же п а р а м е т р ы частотно-временного окна 
вейвлет-преобразования? П о с к о л ь к у и с а м вейвлет ф, и 
его фурье-образ ф достаточно быстро спадают , они 
м о г у т б ы т ь использованы как "оконные функции" с 
" ц е н т р о м " и "шириной" , о п р е д е л я е м ы м и с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м . 

Д л я нетривиальной оконной функции z(t) G L2(R) 
(необходимо, ч т о б ы функция tz(t) также п р и н а д л е ж а л а 
L2(R)), ее центр (t) и радиус Az определяются ф о р м у л а м и 

1 г°° 

<<>=ТпИ 'ИГ 

J —оо 
dt 

1/2 

при э т о м ш и р и н а оконной функции есть 2AZ. 
Пусть (t), Аф, (со), А^ — определенные по э т и м 

ф о р м у л а м центры и радиусы вейвлета ф и его фурье-
образа ф соответственно. Т о г д а интегральное вейвлет-
преобразование (11) ограничено " в р е м е н н ы м о к н о м " 

[win,] = [b + a(t) - 2аАф, b + a(t) + 2аАф] , ( i6 ) 

т.е. имеет место временная л о к а л и з а ц и я с ц е н т р о м окна в 
b + a(t) и ш и р и н о й окна 4аАф. 

Введем функцию rj(œ) = ф(со+ {со)), к о т о р а я также 
является оконной функцией с ц е н т р о м в нуле и р а д и у с о м 
А^. Воспользовавшись равенством (f,g) — ( / , g)/2n, 
м о ж н о записать интегральное вейвлет-преобразование 
(11) д л я ф у р ь е - о б р а з а / в виде 

W(a,b) \а\1/2 [ f(co)Qxv(ibco)f]*(a 
J —оо \ 

а 
dco. 

(17) 

Если отвлечься от фазового сдвига, то станет очевид­
н ы м , что п р е о б р а з о в а н и е (17) д а е т и о спектре f(œ) 

сигнала f(t) л о к а л и з о в а н н у ю и н ф о р м а ц и ю с "частот­

н ы м о к н о м 

[ w i n j И 
а а *' а 

(18) 

Ч а с т о т н а я л о к а л и з а ц и я происходит около центра окна в 
(со)/асшириной окна, р а в н о й 2А^/а. 
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З а м е т и м , что отношение центральной частоты к 
ширине окна, 

а \ а 
и 
2 А 

не зависит от местоположения центральной частоты, а 
частотно-временное окно [win?] • [win œ ] , и м е ю щ е е пло­
щ а д ь 4АфА^, сужается при высокой центральной частоте 
(со)/а и расширяется при низкой (рис. 1а). 

аз 

а2 

1/«з 

1/а2 

l/ai 

- Ш -
Ак 

At 

кз 

к2 

ZZZZZZZZZZ 

zzzzzzzzzz^ 
/С, ZZZZZZZZZZ 

Рис. 1. Частотно-временная локализация преобразований с разными 
анализаторами: (а) вейвлеты, (б) гармоники Фурье, (в) функции 
Шеннона. 

Д л я сравнения на рис. 1 показана л о к а л и з а ц и я в 
частотно-временном пространстве преобразований с 
другими а н а л и з и р у ю щ и м и функциями: преобразования 
Фурье (рис. 16) и преобразования Шеннона (Shannon) , 
а н а л и з и р у ю щ е й функцией к о т о р о г о является функция 
Д и р а к а (рис. 1в). 

И з рисунка 1 видно, что преобразование Фурье 
х о р о ш о локализует частоту, но без временного разреше­
ния; преобразование Шеннона не обладает частотной 
локализацией; вейвлет-преобразование имеет подвиж­
ное окно, локализованное около в ы б р а н н о г о м о м е н т а 
времени и р а с ш и р я ю щ е е с я с р о с т о м м а с ш т а б а , что и 
является наиболее ж е л а т е л ь н ы м при получении спек­
т р а л ь н о й и н ф о р м а ц и и . Определяется это тем , что базис­
н ы м и функциями перечисленных в ы ш е преобразований 
я в л я ю т с я соответственно л о к а л и з у ю щ а я т о л ь к о частоту 
синусоидальная волна , л о к а л и з у ю щ а я т о л ь к о м о м е н т 
времени функция Д и р а к а и достаточно х о р о ш о локали­
з у ю щ и й и м а с ш т а б , и м о м е н т времени с о л и т о н о п о д о б -
ный вейвлет. 

Д л я демонстрации преимуществ вейвлет-преобразо­
вания как м е т о д а л о к а л и з о в а н н о г о спектрального ана­
лиза , проведем сравнение вейвлет-преобразования (11) с 
часто и с п о л ь з у е м ы м д л я анализа сигналов о к о н н ы м , или 
к о р о т к о в р е м е н н ы м , п р е о б р а з о в а н и е м Фурье 

F(œ,b) f(t)z(t - b) Qxp(icot)dt 

— п р е о б р а з о в а н и е м сигнала , у м н о ж е н н о г о предвари­
тельно на оконную функцию z. Т а к и м о б р а з о м , F(co,b) 
есть разложение сигнала по семейству функций z(t — b)x 
х exp(icaf), о б р а з о в а н н о м у из единственной функции z(t) 
с п о м о щ ь ю переносов b во времени и переносов со по 
частоте , в то в р е м я как результат вейвлет-преобразова­
н и я W(a, b) е с т ь р а з л о ж е н и е с и г н а л а по с е м е й с т в у 
ф((t — b)Jа), о б р а з о в а н н о м у из единственной функции 
ф({) с п о м о щ ь ю переносов b во времени и растяжений а 
также во времени. Вейвлет-преобразование представляет 
собой как б ы непрерывный банк оконных преобразова ­
ний Фурье с р а з л и ч н ы м и окнами д л я к а ж д о й частоты. 

Т а к и м о б р а з о м , базисные функции оконного преоб­
разования Фурье и м е ю т одно и то же разрешение по 
времени и частоте ( Z ( * ) , Z ( C Ü ) ) Д Л Я всех точек плоскости 
преобразования , в то в р е м я как базисные функции 
вейвлет-преобразования и м е ю т у м е н ь ш а ю щ е е с я с м а с ш ­
т а б о м а разрешение по времени (ß/(t/a)) и увеличиваю­
щееся с м а с ш т а б о м а разрешение по частоте (ф(асо)). Э т о 
свойство вейвлет-преобразования дает ему б о л ь ш о е 
преимущество при анализе сигналов, так как быстрые 
вариации сигналов (высокочастотные характеристики) 
х о р о ш о л о к а л и з о в а н ы , а д л я выявления медленно 
м е н я ю щ и х с я характеристик д о с т а т о ч н о хорошего низко­
частотного разрешения . Вейвлет-преобразование , обла­
д а ю щ е е п о д в и ж н ы м частотно-временным окном, одина­
ково х о р о ш о выявляет и низкочастотные , и высокоча­
стотные характеристики сигналов . 

Н а п о м н и м , что преобразование Фурье р я д а данных с 
р а в н о м е р н о й дискретизацией по времени At не м о ж е т 
достичь дискретизации по частоте больше , чем 
Асо = At/2 (частота Найквиста , д е м о н с т р и р у ю щ а я част­
ный случай принципа неопределенности между времен­
ной и частотной локализациями) . Аналогичное ограни­
чение д л я вейвлет-преобразования м о ж н о в ы р а з и т ь 
с о о т н о ш е н и е м At Асо ^ ( 4 я ) - 1 . 

Легко видеть , что описанные преимущества вейвле­
тов окажутся чрезвычайно п о л е з н ы м и не т о л ь к о д л я 
анализа сложных сигналов, но и при решении уравне­
ний, о п и с ы в а ю щ и х процессы со в з а и м о д е й с т в и я м и воз­
мущений разных м а с ш т а б о в . 

3. Базисные функции вейвлет-преобразования 
Д о сих пор т е р м и н о м "вейвлет" без определения обозна­
ч а л а с ь некая с о л и т о н о п о д о б н а я функция , в в о д и л и с ь 
связанные с нею понятия и описывались некоторые ее 
свойства. В литературе м ы не встретили общепринятого 
удачного определения вейвлета. Д л я п р и м е р а приведем 
наиболее простое [3], на н а ш взгляд , и опирающееся на 
уже введенные в ы ш е понятия . 

3.1 . Определение вейвлета 
Л ю б а я л о к а л и з о в а н н а я R-функция ф G L2(R) называется 
R-вейвлетом (или просто вейвлетом) , если д л я нее су­
ществует функция ф G L2(R) (ее пара , двойник) такая , что 
семейства {ф^} и {ф^}, построенные согласно (7) и (15), 
я в л я ю т с я п а р н ы м и б а з и с а м и ф у н к ц и о н а л ь н о г о п р о ­
странства L2(R). 

К а ж д ы й т а к и м о б р а з о м определенный вейвлет ф, 
независимо от того , о р т о г о н а л ь н ы й он или нет, позво­
ляет л ю б у ю функцию f G L2 (R) представить в виде р я д а 
(8), коэффициенты к о т о р о г о определяются интеграль­
н ы м в е й в л е т - п р е о б р а з о в а н и е м / о т н о с и т е л ь н о ф. 
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Вейвлет-двойник ф — единственный и с а м является 
R-вейвлетом. П а р а (ф, ф) симметрична в т о м смысле , что 
ф в свою очередь является д в о й н и к о м д л я ф. 

Если R-вейвлет ф обладает свойством о р т о г о н а л ь н о ­
сти, то ф = ф, и {ф^} = Wjk} — о р т о г о н а л ь н ы й базис. 

Д л я многих практических целей достаточно , ч т о б ы 
вейвлет ф о б л а д а л свойством полуортогональности , т.е. 
ч т о б ы его базис Рисса {ф^} у д о в л е т в о р я л условию 
(<А7ъ Фы) = 0 n P H i = Uh к, I,те I. 

R-вейвлет называется н е о р т о г о н а л ь н ы м , если он не 
является п о л у о р т о г о н а л ь н ы м вейвлетом. Однако , 
будучи R-вейвлетом, он имеет двойника , и пара (ф, ф) 
дает в о з м о ж н о с т ь с ф о р м и р о в а т ь семейства {ф^} и 
{ij/jk}^ у д о в л е т в о р я ю щ и е условию б и о р т о г о н а л ь н о с т и 
ОА/Ь Фы) — aßakm, j\k, l, m e / и п о з в о л я ю щ и е построить 
полноценные р я д по вейвлетам и реконструкционную 
формулу . 

С н е о б х о д и м о с т ь ю и м е т ь обратное вейвлет-преобра­
зование (или реконструкционную формулу) связано 
большинство ограничений, н а к л а д ы в а е м ы х на вейвлет. 

3.2. Признаки вейвлета 
Д л я практического применения важно знать признаки, 
к о т о р ы м и обязательно д о л ж н а о б л а д а т ь функция, ч т о б ы 
б ы т ь вейвлетом; приведем их здесь, а также р а с с м о т р и м 
в качестве п р и м е р о в некоторые х о р о ш о известные функ­
ции и их соответствие э т и м н е о б х о д и м ы м признакам . 

Локализация. Вейвлет-преобразование в отличие от 
преобразования Фурье использует л о к а л и з о в а н н у ю 
базисную функцию. Вейвлет должен б ы т ь л о к а л и з о в а н 
и во в р е м е н н о м пространстве , и по частоте . 

Нулевое среднее: 

^ ( f ) d f = 0 . (19) 

Ч а с т о д л я п р и л о ж е н и й о к а з ы в а е т с я н е о б х о д и м ы м , 
ч т о б ы не т о л ь к о нулевой, но и все первые m м о м е н т о в 
были р а в н ы нулю: 

t^(t)dt = 0. (20) 

Т а к о й в е й в л е т н а з ы в а е т с я в е й в л е т о м т - г о п о р я д к а . 
О б л а д а ю щ и е б о л ь ш и м числом нулевых м о м е н т о в вейв­
л е т ы п о з в о л я ю т , игнорируя наиболее регулярные поли­
н о м и а л ь н ы е с о с т а в л я ю щ и е сигнала, а н а л и з и р о в а т ь мел­
к о м а с ш т а б н ы е ф л у к т у а ц и и и о с о б е н н о с т и в ы с о к о г о 
порядка . 

Ограниченность: 

| ^ ( f ) | 2 d f < о о . 

число осцилляции, что и базисный вейвлет ф^), по­
скольку получены из него посредством м а с ш т а б н ы х 
преобразований и сдвигов . Б л а г о д а р я э т о м у вейвлет-
преобразование с успехом применяется д л я анализа 
ф р а к т а л ь н ы х сигналов (см., например , [7]). 

Сказанное в ы ш е м о ж н о п р о и л л ю с т р и р о в а т ь приме­
р а м и из [6], где приведен р я д функций и их о б р а з о в 
Фурье. Д л я сравнения среди приведенных функций есть 
и вейвлеты, и функции, к о т о р ы е по т е м или и н ы м 
причинам вейвлетами б ы т ь не могут . 

Н а п р и м е р , ^-функция и синус не у д о в л е т в о р я ю т 
н е о б х о д и м о м у условию одновременной локализации во 
в р е м е н н о м пространстве и в пространстве частот: 
х о р о ш о л о к а л и з о в а н н а я в ^-пространстве ^-функция не 
обладает э т и м свойством в ^ -пространстве ; н а о б о р о т , 
х о р о ш о л о к а л и з о в а н н ы й в ^ -пространстве синус не 
обладает э т и м свойством в ^-пространстве. 

Функция Г а б о р а 

G(t) = exp [iQ(t - to) - Щ ехр 
2а2 

1 

а (2л М
2 

представляет собой м о д у л и р о в а н н у ю функцию Гаусса с 
ч е т ы р ь м я п а р а м е т р а м и : сдвиг to, с тандартное (средне­
квадратичное ) отклонение а, ч а с т о т а м о д у л я ц и и Q и 
ф а з о в ы й сдвиг Р а з л о ж е н и е по ф у н к ц и я м Г а б о р а 
является р а з л о ж е н и е м по м о д у л и р о в а н н ы м ф р а г м е н т а м 
синусоид. Д л и н а ф р а г м е н т о в д л я всех частот постоянна , 
что дает различное число осцилляции д л я разных г а р м о ­
ник. О т с ю д а следует, что достаточно х о р о ш о л о к а л и з о ­
ванная и в t-, и в ^ -пространстве функция Г а б о р а не 
м о ж е т б ы т ь базисной функцией вейвлет -преобразова ­
ния , п о с к о л ь к у п о с т р о е н н ы й на ее о с н о в е б а з и с не 
обладает свойством с а м о п о д о б и я . 

H A A R - в е й в л е т (см. ф о р м у л у (9)) — п р и м е р ортого ­
нального дискретного вейвлета, п о р о ж д а ю щ е г о орто ­
н о р м и р о в а н н ы й базис. Н е д о с т а т к а м и этого вейвлета 
я в л я ю т с я негладкость — резкие г р а н и ц ы в ^-простран­
стве, вследствие чего в о з н и к а ю т бесконечные (убываю­
щие как к~1) "хвосты" в ^ -пространстве , а также несим­
м е т р и я ф о р м ы . Д л я некоторых приложений эти недо­
статки несущественны, а иногда односторонность 
вейвлета даже становится д о с т о и н с т в о м . Ч а с т о приме­
няется очень похожий, также дискретный, но симметрич­
ный F H A T - в е й в л е т , более известный под названием 
"Французская ш л я п а " (French ha t — похож на цилиндр) : 

Г 1, И < 1 / з , 
т = { - 1 / 2 , 1 / з < И < 1 , 

О , И > 1 , 

(21) ф(к) = Ъв(к) 
sin к sin Зк 

Ък 

Оценка хорошей локализации и ограниченности 
м о ж е т б ы т ь записана в виде 

|<К0| < (1 + М Т 1 или \ф(со)\ < ( l + ^ - c o o l " ) - 1 , 

здесь « О — д о м и н а н т н а я ч а с т о т а в е й в л е т а , число п 
д о л ж н о б ы т ь в о з м о ж н о б о л ь ш и м . 

Автомодельность базиса. Х а р а к т е р н ы м п р и з н а к о м 
базиса вейвлет-преобразования является его с а м о п о д о ­
бие. Все вейвлеты данного семейства фаь^) и м е ю т то же 

здесь ©(к) — функция Хевисайда (О(к) — 1 при к > 0 и 
0(к) = Оиряк < 0). 

F H A T - в е й в л е т , нерегулярный во в р е м е н н о м про­
странстве и недостаточно быстро с п а д а ю щ и й в про­
странстве частот , и LP-вейвлет (вейвлет Л и т т л в у д а -
П е л и (Lit t lewood & Paley, см. [6])), н а о б о р о т , и м е ю щ и й 
резко очерченные г р а н и ц ы в ^ -пространстве и плохо 
с п а д а ю щ и й в ^-пространстве, м о ж н о считать предель­
н ы м и случаями, между к о т о р ы м и находятся практически 
все вейвлеты. 
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3.3. Примеры вейвлетобразующих функций 
П о с к о л ь к у вейвлет-преобразование есть скалярное про­
изведение а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета на з а д а н н о м мас ­
ш т а б е и анализируемого сигнала, коэффициенты W(a, b) 
содержат к о м б и н и р о в а н н у ю и н ф о р м а ц и ю об анализи­
р у ю щ е м в е й в л е т е и а н а л и з и р у е м о м с и г н а л е (как и 
коэффициенты преобразования Фурье, к о т о р ы е содер­
ж а т и н ф о р м а ц и ю о сигнале и о синусоидальной волне) . 

В ы б о р а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета, как правило , опре­
деляется тем, какую и н ф о р м а ц и ю необходимо извлечь 
из сигнала. К а ж д ы й вейвлет имеет характерные особен­
ности во в р е м е н н о м и в ч а с т о т н о м пространстве , 
п о э т о м у иногда с п о м о щ ь ю разных вейвлетов м о ж н о 
полнее выявить и подчеркнуть те или иные свойства 
анализируемого сигнала . 

Если п р о д о л ж и т ь уже у п о м и н а в ш у ю с я а н а л о г и ю с 
м а т е м а т и ч е с к и м " м и к р о с к о п о м " , то п а р а м е т р сдвига b 
фиксирует точку фокусировки микроскопа , м а с ш т а б н ы й 
коэффициент а — увеличение и, наконец, в ы б о р о м 
базисного вейвлета ф определяются оптические качества 
микроскопа . 

Вещественные базисы часто конструируются на 
основе производных функции Гаусса: 

* m ( 0 = ( - i ) m 9 r е х Р 1 — 2 

фт(к)=т(1к)техр[--

(здесь д™ = дт[.. .]/dtm, m ^ 1). Более высокие производ­
ные и м е ю т б о л ь ш е нулевых м о м е н т о в и п о з в о л я ю т 
извлечь и н ф о р м а ц и ю об особенностях более высокого 
порядка , содержащихся в сигнале. 

Н а рисунке 2а, б п о к а з а н ы вейвлеты, полученные при 
m = 1 и m = 2 соответственно. Из - за их ф о р м ы первый 
н а з ы в а ю т обычно WAVE-вейвлет , в т о р о й — М Н А Т -
вейвлет, или "Мексиканская ш л я п а " (Mexican ha t — 
похож на сомбреро) . 

М Н А Т - в е й в л е т , и м е ю щ и й узкий энергетический 
спектр и два равных н у л ю м о м е н т а (нулевой и первый) , 
х о р о ш о приспособлен д л я анализа сложных сигналов . 
О б о б щ е н н ы й на д в у м е р н ы й случай М Н А Т - в е й в л е т часто 
используется д л я анализа изотропных полей. Если же 
производная берется л и ш ь в о д н о м направлении, полу­
чается неизотропный базис с хорошей угловой избира­
т е л ь н о с т ь ю [6]. Д л я построения такого базиса к мас ­
ш т а б н ы м п р е о б р а з о в а н и я м и сдвигам базисного вей­
влета необходимо д о б а в и т ь его вращение. П р и э т о м 
математический микроскоп (вейвлет-преобразование) 
приобретает еще и качества п о л я р и з а т о р а с у г л о м 
поляризации , п р о п о р ц и о н а л ь н ы м углу п о в о р о т а вей­
влета . 

Н а основе функции Гаусса строится также х о р о ш о 
известный D O G - в е й в л е т (Difference of Gaussians) : 

ф(1) = exp 

ф(к) = 

t 

(2ri , 1 /2 

2 

exp 

0,5 exp 

2 
- exp(—2\k\ 

П р и м е р ы комплексных вейвлетов приведены на 
рис. 2 в , г (показаны их действительные составляющие) . 
Н а и б о л е е часто используемый комплексный базис 

ML 
t 

к 

iL 

|V/>. -

Рис. 2. Примеры часто используемых вейвлетов: (a) WAVE, (б) 
МНАТ, (в) Morlet, (г) Paul, (д) LMB, (е) Daubechies. Показаны 
вейвлеты в зависимости от времени (левая колонка) и их образы 
Фурье (правая колонка). 

строится на основе х о р о ш о л о к а л и з о в а н н о г о в к- и г-
пространстве вейвлета М о р л е (Morlet) [1]: 

ф(г) — exp(ifcor) exp 

(к-ко)2 

ф(к) = 0(к)ехр 

плоская волна , м о д у л и р о в а н н а я гауссианом единичной 
ш и р и н ы . Н а рисунке 2в вейвлет М о р л е п о к а з а н д л я 
ко = 6. С увеличением ко возрастает угловая избиратель ­
ность базиса, но ухудшается пространственная . 

Ч а с т о п р и м е н я е м ы й в квантовой механике вейвлет 
П а у л я (Paul) [8] 

Ф(*) = Пт+1) т+1 , 

фт(к) = в(к)(к)т

ехр(-к) 

показан на рис. 2г д л я m = 4 (чем б о л ь ш е m, т е м б о л ь ш е 
нулевых м о м е н т о в имеет вейвлет) . 
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Представленные комплексные вейвлеты я в л я ю т с я 
прогрессивными. Так н а з ы в а ю т с я вейвлеты, и м е ю щ и е 
нулевые коэффициенты Фурье при отрицательных значе­
ниях волновых чисел. Они х о р о ш о приспособлены д л я 
анализа сигналов , д л я к о т о р ы х важен принцип причин­
ности: эти вейвлеты с о х р а н я ю т направление времени и не 
с о з д а ю т п арази т ной интерференции между п р о ш л ы м и 
будущим. 

О т м е т и м , что при анализе комплексного одномер­
ного сигнала или при использовании комплексного 
а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета в результате вейвлет-преоб­
р а з о в а н и я получаются двумерные массивы значений 
м о д у л я коэффициентов и фазы: 

W(a,b) \\¥(а,Ь)\ехр[[Ф(а,Ь)] . 

Н а рисунке 2д, е приведены п р и м е р ы вейвлетов, 
к о т о р ы е часто служат основой д л я построения ортого ­
нальных дискретных базисов (типа (7)) с п о м о щ ь ю 
процедуры М а л л а (Mallat) [9]: LMB-вейвлет , предложен­
ный Л е м а р ь е , М е й е р о м и Б э т л о м (Lemarie, Meyer , Battle) 
[10, 11] и один из вейвлетов Добечи [5]. Э т о биортого -
нальные вейвлеты, и м е ю щ и е пару (двойника) , необходи­
м у ю д л я получения реконструкционной ф о р м у л ы . В 
цитированных р а б о т а х представлены другие п р и м е р ы 
таких вейвлетов и способы их конструирования . 

4. Свойства и возможности 
вейвлет-преобразования 
О д н о м е р н о е п р е о б р а з о в а н и е Фурье дает также одно­
м е р н у ю и н ф о р м а ц и ю об относительном вкладе (ампли­
тудах) разных временных м а с ш т а б о в (частот) . Результа­
т о м вейвлет-преобразования о д н о м е р н о г о р я д а является 
д в у м е р н ы й массив а м п л и т у д вейвлет-преобразования — 
значений к о э ф ф и ц и е н т о в W(a,b). Распределение этих 
значений в пространстве (а, Ь) — (временной м а с ш т а б , 
временная локализация) дает и н ф о р м а ц и ю об э в о л ю ц и и 
относительного вклада компонент ра зного м а с ш т а б а во 
времени и называется спектром коэффициентов вейвлет-
п р е о б р а з о в а н и я , ( ч а с т о т н о - ) м а с ш т а б н о - в р е м е н н ы м 
спектром или вейвлет-спектром (time-scale spectrum, или 
wavelet spectrum в отличие от single spect rum преобра­
зования Фурье) . 

4Л. Способы представления результатов 
Спектр W(a, b) о д н о м е р н о г о сигнала представляет собой 
п о в е р х н о с т ь в т р е х м е р н о м п р о с т р а н с т в е . С п о с о б ы 
в и з у а л и з а ц и и э т о й и н ф о р м а ц и и м о г у т б ы т ь р а з л и ч ­
н ы м и . Вместо изображения поверхностей часто предста­
в л я ю т их проекции на плоскость ab с и з о л и н и я м и или 
и з о у р о в н я м и , п о з в о л я ю щ и м и п р о с л е д и т ь и з м е н е н и е 
и н т е н с и в н о с т и а м п л и т у д в е й в л е т - п р е о б р а з о в а н и я на 
разных м а с ш т а б а х и во времени, а также к а р т и н ы линий 
л о к а л ь н ы х экстремумов этих поверхностей (так называе­
м ы й "sceleton"), четко в ы я в л я ю щ и е структуру анализи­
р у е м о г о п р о ц е с с а . Т е р м и н " с к е л е т " и л и " с к е л е т о н " 
х о р о ш о о т р а ж а е т х а р а к т е р к а р т и н л и н и й л о к а л ь н ы х 
экстремумов (см. примеры) , и м ы будем использовать 
его д л я краткости . 

В тех случаях, когда необходимо показать очень 
ш и р о к и й ди ап азон м а с ш т а б о в , визуализация результа­
т о в в логарифмических координатах , например , (log а, Ь) 
предпочтительнее , чем в линейных. 

П р о д е м о н с т р и р у е м сказанное на примере преобра­
зования конкретного сигнала, не касаясь физической 
интерпретации. Н а рисунке 3 представлены р е з у л ь т а т ы 
вейвлет-преобразования временного р я д а потока ионов 
солнечного ветра (данные получены с п о м о щ ь ю п р и б о р а 
М О Н И Т О Р [12] на спутнике Прогноз -8 ; р е з у л ь т а т ы их 
анализа частично опубликованы в [12]). В вычислениях 
использовался М Н А Т - в е й в л е т . 

Н а рисунке З а - в п о к а з а н ы анализируемый ряд , 
картина значений коэффициентов вейвлет-преобразова­
ния и скелетон в проекциях на плоскость ab (временной 
м а с ш т а б , время) ; по оси абсцисс отложено время (или 
п а р а м е т р сдвига) , по оси ординат — временной м а с ш т а б . 

шито-
Рис. 3. Пример вейвлет-преобразования реального сигнала — потока 
ионов солнечного ветра: (а) анализируемый сигнал, (б) картина 
коэффициентов W(a,b), (в) картина линий локальных экстремумов, 
(г) зависимость коэффициентов W(a,b) от времени при значениях 
масштаба, отмеченных стрелками на (б), (д) распределение плотно­
сти энергии Ew(a, b) для фрагмента, взятого в рамку на (в). 

Н а рисунке 36 темные области соответствуют поло­
ж и т е л ь н ы м , а светлые — о т р и ц а т е л ь н ы м значениям 
W(a,b), о ттенками серого цвета в к а ж д о й из областей 
выделены д и а п а з о н ы значений W(a,b). Я с н о , что значе­
ние а м п л и т у д ы вейвлет-преобразования в точке (ась^о) 
т е м б о л ь ш е (по а б с о л ю т н о й величине), чем сильнее 
корреляция м е ж д у вейвлетом данного м а с ш т а б а и пове­
дением сигнала в окрестности t = bo. К а р т и н а коэффи­
циентов демонстрирует , что процесс с о с т а в л я ю т к о м п о ­
ненты разных м а с ш т а б о в : э к с т р е м у м ы W(a,b) н а б л ю ­
д а ю т с я на ра зных м а с ш т а б а х , интенсивность их 
меняется и со временем, и с м а с ш т а б о м . 
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Н а рисунке Зв показана с о о т в е т с т в у ю щ а я картина 
линий л о к а л ь н ы х экстремумов — линий, от м а с ш т а б а к 
м а с ш т а б у соединяющих э к с т р е м у м ы к а ж д о й детали по­
верхности ("холма" или "впадины") отдельно . М н о г и е 
а в т о р ы п о л а г а ю т , что скелетон не т о л ь к о четко и без 
лишних деталей визуализирует структуру анализируе­
м о г о процесса, но de facto содержит всю и н ф о р м а ц и ю о 
нем. С п л о ш н ы е линии на рисунке о т м е ч а ю т положение 
л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в W(a,b), точечные — миниму­
м о в . 

М ы уже говорили , что вейвлет-преобразование 
разлагает анализируемый процесс на с о с т а в л я ю щ и е его 
волны, к о м п о н е н т ы разного м а с ш т а б а и, к р о м е того , 
дает " л о к а л и з о в а н н у ю " во времени и н ф о р м а ц и ю о 
процессе. Г о р и з о н т а л ь н о е сечение картины, приведен­
ной на рис. 36, при з а д а н н о м м а с ш т а б е а демонстрирует 
изменение к о м п о н е н т ы в ы б р а н н о г о м а с ш т а б а со време­
нем; на рис. Зг показано поведение трех компонент 
вблизи отмеченных на рис. 36 значений м а с ш т а б а а. 
Вертикальное сечение к а р т и н ы коэффициентов в некото­
р ы й м о м е н т времени демонстрирует поведение про­
цесса в окрестности в ы б р а н н о г о м о м е н т а времени 
(можно определить наличие и порядок особенности, 
н а б о р задействованных м а с ш т а б о в , см. анализ л о к а л ь ­
ной регулярности в разделе 4.3). 

О б р а т и м внимание на то , что значение анализируе­
м о й функции в точке влияет на значения коэффициен­
тов преобразования в растущих с м а с ш т а б о м временных 
диапазонах , в так н а з ы в а е м о м углу влияния (рис. 4а). 
Ясно , что угол влияния выглядит иначе, если м а с ш т а б 
меняется не линейно, а по д р у г о м у закону (логарифми­
ческому, степенному) . 

а б 
t0 t t,b 

Рис. 4. Угол влияния (а, б) и полоса влияния (в). 

В свою очередь, коэффициент W(a,b) в точке (ась^о) 
зависит от значений части р я д а из определяемого т е м же 
у г л о м влияния временного диапазона (диапазона инте­
грирования) около bo (рис. 46), и диапазон этот т е м 
больше , чем б о л ь ш е м а с ш т а б ао? т - е . высокочастотная 
(или м е л к о м а с ш т а б н а я ) и н ф о р м а ц и я вычисляется на 
основе м а л ы х отрезков ряда , а низкочастотная — на 
основе больших . 

М а к с и м а л ь н ы й угол влияния (угол достоверности) 
отмечает область достоверности — область , вне кото­
р о й коэффициенты W(a,b) вычисляются уже по отрез­

к а м , в ы х о д я щ и м за г р а н и ц ы р я д а (по д о п о л н е н н о м у 
ряду) . П о с к о л ь к у анализируемый р я д всегда конечен и 
необходимо получить м а к с и м у м и н ф о р м а ц и и , получен­
ные вне м а к с и м а л ь н о г о угла влияния (с некоторой 
ошибкой) приближенные значения коэффициентов часто 
сохраняются . Д л я уменьшения ошибки р я д дополняется 
с учетом его поведения (средним значением, известным 
в р е м е н н ы м х о д о м и т.д.) . 

Вейвлет-преобразование м о ж е т б ы т ь записано также 
через о б р а з ы Фурье сигнала f(co) и вейвлета \j/(co). Легко 
показать , что влияние к о м п о н е н т ы Фурье f(œo) испыты­
в а ю т коэффициенты W(a,b), находящиеся в горизон­
т а л ь н о й полосе « m m < асоо < ш т а х (рис. 4в); в свою 
очередь, на коэффициент W(a,b) в точке (ась^о) в л и я ю т 
все к о м п о н е н т ы Фурье f(co) сигнала, д л я к о т о р ы х 

Р а с т в о р угла влияния и ш и р и н а п о л о с ы влияния 
зависят от базисного вейвлета. Так, например , исполь­
зуемый М Н А Т - в е й в л е т (рис. 26) х о р о ш о л о к а л и з о в а н 
во времени и имеет узкий энергетический спектр. Э т о 
удачное качество означает , в частности, что ко­
эффициенты W(a,b) зависят от м а л о г о интервала 
области частот вейвлета, т.е. ш и р и н а полосы влияния 
O m i n , ^w) невелика. 

Вопросы, связанные с численными а л г о р и т м а м и 
остаются за р а м к а м и р а б о т ы . П р и в е д е м л и ш ь несколь­
ко коротких и полезных, на н а ш взгляд , практических 
рекомендаций . 

Дискретное вейвлет-преобразование очень х о р о ш о 
приспособлено д л я быстрого численного а л г о р и т м а 
(см., например , [13]), использующего ш и р о к о применяе­
м у ю процедуру быстрого преобразования Фурье ( F F T ) . 

Непрерывное преобразование выполняется , как пра­
вило , п р я м ы м численным интегрированием. С а м а я про­
стая (и быстрая) проверка численного а л г о р и т м а з а к л ю ­
чается в вычислении вейвлет-преобразования функции 
Д и р а к а (в результате на к а ж д о м м а с ш т а б е должен б ы т ь 
получен а н а л и з и р у ю щ и й вейвлет) или функции Гаусса 
(результат легко м о ж н о получить аналитически) . П р о ­
верить д о с т а т о ч н у ю плотность дискретизации по м а с ш ­
табу м о ж н о , вычислив вейвлет-преобразование с а м о г о 
а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета и убедившись в отсутствии 
п а р а з и т н ы х деталей. 

Д л я дальнейшего анализа коэффициентов н а м пона­
добится знание свойств вейвлет-преобразования . Все они 
следуют из изложенного уже в разделе 3 м а т е р и а л а . 

4.2. Свойства вейвлет-преобразования 
М ы уже говорили , что коэффициенты вейвлет-преобра­
з о в а н и я с о д е р ж а т к о м б и н и р о в а н н у ю и н ф о р м а ц и ю об 
а н а л и з и р у ю щ е м вейвлете и а н а л и з и р у е м о м сигнале . 
Н е с м о т р я на это , вейвлет-анализ позволяет получить и 
объективную и н ф о р м а ц и ю об а н а л и з и р у е м о м сигнале, 
так как некоторые свойства вейвлет-преобразования не 
зависят от в ы б о р а а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета. Независи­
м о с т ь от а н а л и з а т о р а д е л а е т э т и п р о с т ы е с в о й с т в а 
преобразования очень в а ж н ы м и . 

В ы п и ш е м основные элементарные свойства вейвлет-
преобразования функции f(t). Б у д е м использовать обо­
значение W[f] — W(a,b). 

Линейность: 

W[afi(t) + ßf2(t)] = aWtfi] + ßW[f2] = 

= a Wi (a, b) + ß W2 (a, b). (22) 
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О т с ю д а , в частности, следует, что вейвлет-преобразова­
ние в е к т о р н о й функции есть вектор с к о м п о н е н т а м и , 
п р е д с т а в л я ю щ и м и собой вейвлет-преобразование каж­
дой из компонент анализируемого вектора в отдельно­
сти. 

Инвариантность относительно сдвига: 

W[f(t-b0)] = Ща,Ь-Ьо). (23) 

И з этого свойства следует к о м м у т а т и в н о с т ь дифферен­
цирования , в частности, dtW[f] — W\àtf] (здесь dt = д/dt). 
Вместе с п е р в ы м свойством это означает перестановоч­
ность и д л я производных векторного анализа . 

Инвариантность относительно растяжения (сжатия): 

W / ( -
а0 

0 0 VÖO Û0. 
(24) 

Э т о свойство позволяет , в частности, определять нали­
чие и характер особенностей а н а л и з и р у е м о й функции 
(см. ра здел 4.3.1). 

К р о м е трех выписанных не зависящих от в ы б о р а 
а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета элементарных свойств вейв­
лет -преобразование обладает еще несколькими. Н а и б о ­
лее в а ж н ы м и и п о л е з н ы м и из них, на н а ш взгляд , 
я в л я ю т с я следующие. 

Частотно-временная локализация и наличие частотно-
временного окна и угла влияния (правильнее б ы л о бы го­
ворить о м а с ш т а б н о - в р е м е н н о й локализации) . П а р а м е т ­
р ы частотно-временного окна выписаны в разделе 2.4. 

Дифференцирование: 

W[d?f}={-\)m Д О ö , " [ № ( ' ) ) ] <k. (25) 

Т а к и м о б р а з о м , ч т о б ы п р о и г н о р и р о в а т ь , н а п р и м е р , 
к р у п н о м а с ш т а б н ы е п о л и н о м и а л ь н ы е с о с т а в л я ю щ и е и 
п р о а н а л и з и р о в а т ь особенности высокого порядка или 
м е л к о м а с ш т а б н ы е в а р и а ц и и функции / , б е з р а з л и ч н о , 
д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь ли нужное число раз а н а л и з и р у ю ­
щ и й вейвлет или саму функцию. Э т о очень полезное 
свойство, если учесть, что часто ф у н к ц и я / п р е д с т а в л я е т 
собой р я д чисел, а а н а л и з и р у ю щ и й вейвлет задан форму­
лой . 

Д л я вейвлет-преобразования существует аналог тео­
ремы Парсеваля и выполняется равенство 

\ M m t ) d t = c i Wl{a,b)W;_{a,b) ^ , (26) 

откуда следует, что энергия сигнала м о ж е т б ы т ь вычи­
слена через а м п л и т у д ы (коэффициенты) вейвлет-преоб­
р а з о в а н и я п о д о б н о т о м у , как она вычисляется через 
а м п л и т у д ы преобразования Фурье: 

Ef=^f2(t)dt = \А(со) - iB(co)\2dco. 

Определения и свойства о д н о м е р н о г о непрерывного 
вейвлет-преобразования о б о б щ а ю т с я на м н о г о м е р н ы й и 
на дискретный случаи. К а ж д ы й из них имеет свои 
особенности. Здесь м ы не будем о них говорить , посколь­
ку д л я дальнейшего н а м понадобится непрерывное 
вейвлет-преобразование о д н о м е р н ы х функций. 

4.3. Некоторые возможности вейвлет-анализа 
И м е я в е й в л е т - с п е к т р ы , м о ж н о в ы ч и с л и т ь п о л е з н ы е 
характеристики изучаемого процесса и п р о а н а л и з и р о ­
в а т ь м н о г и е его с в о й с т в а . О п и ш е м более п о д р о б н о 
в о з м о ж н о с т и анализа особенностей сигнала и его энерге­
тических характеристик . 

4.3.1. Анализ локальной регулярности [6,13] . Р а с с м о т р и м 
некоторые следствия свойства м а с ш т а б н о й инвариант­
ности (24). 

Е с л и / G С т ( ^ о ) , т . е . анализируемая функция в точке 
непрерывно дифференцируема вплоть до п р о и з в о д н о й 
порядка т, то коэффициенты ее вейвлет-преобразования 
при b — to д о л ж н ы подчиняться неравенству 

W(a,t0) < ß m + 3 / 2 

при а —> 0. 

Е с л и / G Äa(to), т.е. анализируемая функция принад­
лежит пространству холдеровских функций с показате­
л е м а (напомним, что это означает: / непрерывна , не 
обязательно дифференцируема в to, но такая , что 
\f(t + to) = ФоГ, а < 1, с = const > 0), то коэффи­
циенты ее вейвлет-преобразования при b — to д о л ж н ы 
подчиняться с о о т н о ш е н и ю 

W(a, to)-caa+l'2 

при а —> 0. 

Вейвлет-преобразование так устроено, что W(a, t) — 
регулярная функция даже при нерегулярной fit). Вся 
и н ф о р м а ц и я о в о з м о ж н о й особенности f(t) (локализа­
ция to, интенсивность с, показатель а) заключена в 
асимптотическом поведении коэффициентов W(a, to) 
при м а л ы х а. Если коэффициенты на м а л ы х м а с ш т а б а х 
расходятся , то / имеет особенность в и показатель 
сингулярности а определяется н а к л о н о м зависимости 
log I W(a, to) I к log а. Если они, напротив , близки к н у л ю в 
окрестности на м а л ы х м а с ш т а б а х , то / в точке 
регулярна . 

Описанное свойство часто и с успехом используется 
при анализе ф р а к т а л ь н ы х и м у л ь т и ф р а к т а л ь н ы х сигна­
л о в [14, 15]. Т и п и ч н ы м свойством ф р а к т а л ь н ы х м н о ­
жеств является их асимптотическое самоподобие . Так, 
р а з г л я д ы в а я / в б л и з и точки с р а з н ы м увеличением, м ы 
на разных м а с ш т а б а х увидим практически ее же: 

ян+it0) -ян) ~ i*m [/{t+to)-At)}. 

Базис преобразования самоподобен ; легко показать , что 
и коэффициенты преобразования м а с ш т а б и р у ю т с я с т е м 
же показателем , что и анализируемая функция: 

W(ka, to + kb) ~ ka{to) W{a, to). 

О т с ю д а легко получить скейлинговый показатель a(to), 
к о т о р ы й , как и з в е с т н о , тесно с в я з а н с ф р а к т а л ь н о й 
р а з м е р н о с т ь ю множества . А н а л и з м у л ь т и ф р а к т а л ь н о г о 
множества позволяет определить спектр показателей и 
спектр размерностей . 

Особо о т м е т и м , что анализ л о к а л ь н о й регулярности 
в н е к о т о р о м смысле универсален — он не зависит от 
в ы б о р а а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета. 
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4.3.2. Энергетические характеристики [6, 16]. Р а с с м о т р и м 
некоторые следствия равенства (26). И з существования 
д л я вейвлет-преобразования а н а л о г а равенства Парсе -
валя следует, что в пространстве действительных функ­
ций п о л н а я энергия с и г н а л а / м о ж е т б ы т ь записана через 
а м п л и т у д ы вейвлет-преобразования в виде 

W \ a M ^ . (27) f(t)dt=Cl 

П л о т н о с т ь энергии сигнала Ew(a,b) — W2(a,b) ха­
рактеризует энергетические уровни (уровни возбужде­
ния) исследуемого сигнала f(t) в пространстве (а,Ь) — 
— (масштаб , время) . 

Н а рисунке Зд представлена картина распределения 
плотности энергии, полученная д л я части р я д а потока 
ионов солнечного ветра. Н а картине наиболее светлые 
места соответствуют н а и б о л ь ш и м значениям Ew(a,b), 
сгущение цвета до черного соответствует у м е н ь ш е н и ю 
Е^(а,Ь) до нуля. Ч т о б ы лучше б ы л и видны детали , 
распределение плотности энергии показано д л я части 
р я д а и д л я верхней трети диапазона м а с ш т а б о в (соот­
ветствующий фрагмент выделен р а м к о й на рис. Зв). 

П о к а з а н н ы й фрагмент демонстрирует , что энергия 
неравномерно распределена по м а с ш т а б а м — есть 
выделенные м а с ш т а б ы . Обе к а р т и н ы д е м о н с т р и р у ю т 
нестационарную структуру анализируемого процесса с 
э л е м е н т а м и квазипериодичности , с э в о л ю ц и о н и р у ю ­
щ и м и ч а с т о т а м и и с д и а п а з о н а м и л о к а л ь н ы х периолич­
ностей на разных м а с ш т а б а х . 

Локальный спектр энергии. О д н о й из основных осо­
бенностей вейвлет-преобразования является в о з м о ж ­
ность получать л о к а л и з о в а н н ы е характеристики и из­
учать л о к а л ь н ы е свойства процессов. К а к ни парадокса­
льно звучат слова "локальный энергетический спектр" , 
однако п р и р о д а вейвлет-преобразования такова , что 
т е р м и н имеет право на существование. П о я с н и м сказан­
ное. 

Зная плотность энергии Ew(a,b), м о ж н о с п о м о щ ь ю 
окна определить л о к а л ь н у ю плотность энергии в точке bo 
(или ^о): 

Ew(a,b)Ç[ Ъ Eç(a, to) to 
db. 

Оконная функция Ç "поддерживает" диапазон около и 
удовлетворяет равенству 

Ç(b)db = 1 . 

Если в качестве Ç в ы б р а т ь функцию Дирака , т о л о к а л ь ­
ный спектр энергии примет вид 

Д$(я,*о) = W2(a,to) • 

Э т а характеристика позволяет п р о а н а л и з и р о в а т ь 
временную динамику передачи энергии процесса по 
м а с ш т а б а м — обмен энергией м е ж д у с о с т а в л я ю щ и м и 
процесс к о м п о н е н т а м и разного м а с ш т а б а в л ю б о й 
з а д а н н ы й м о м е н т времени. 

Глобальный спектр энергии. П о л н а я энергия распре­
делена по м а с ш т а б а м в соответствии с г л о б а л ь н ы м 
спектром энергии коэффициентов вейвлет-преобразова­
ния 

Ew(a) W2(a,b) db- Ew(a, b) db. (28) 

Е г о н а з ы в а ю т т а к ж е с к а л о г р а м м о й ( sca log ram) и л и 
дисперсией вейвлет-преобразования (wavelet variance). 

Н а рисунке 5а представлены спектр м о щ н о с т и Ер (со) 
потока ионов солнечного ветра (рис. За) и с к а л о г р а м м а 
Ew — г л о б а л ь н ы й спектр энергии коэффициентов вейв­
лет -преобразования того же сигнала. Спектры доста­
точно х о р о ш о согласуются , но спектр, вычисленный по 
коэффициентам вейвлет-преобразования , — г о р а з д о 
более гладкая кривая . П р и ч и н а заключается в т о м , что 
вейвлет-спектр энергии сигнала Ew соответствует сгла­
женному спектру м о щ н о с т и EF. Э т о м о ж н о показать , 
выразив спектр энергии Ew(a) через спектр энергии 
сигнала в пространстве Фурье EF(co) = \f(co)\ : 

Ew(a) EF(co)\\jj(aco)\2 dco. 

Л е г к о в и д е т ь , ч т о с к а л о г р а м м а Ew с о о т в е т с т в у е т 
спектру м о щ н о с т и EF, с г л а ж е н н о м у на к а ж д о м м а с ­
ш т а б е спектром Фурье а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета. 

0,1 

0,01 

0,001 

—— а 

~| 1 1 1 1 1 1 

0,001 0,01 0,1 Частота 

Рис. 5. Энергетические спектры потока ионов солнечного ветра: (а) 
спектр мощности Е? и скалограмма Ew в зависимости от частоты, 
(б) скалограммы для четырех временных диапазонов (в рамке) и 
полная в зависимости от масштаба (он растет вверх). Графики даны 
в двойном логарифмическом масштабе. 

Вейвлет-преобразование , п р е д о с т а в л я ю щ е е н а м как 
бы временную развертку спектра, позволяет получить и 
более л о к а л и з о в а н н у ю энергетическую и н ф о р м а ц и ю . Н а 
рисунке 56 представлены четыре с к а л о г р а м м ы Ew(a), 
полученные сверткой не по всей длине р я д а (рис. За), а 
отдельно д л я к а ж д о й четвертой его части. Н а т о м же 
рисунке д л я сравнения приведен г л о б а л ь н ы й спектр (на 
рис. 5а он показан в зависимости от частоты, на рис. 56 
с к а л о г р а м м ы показаны в зависимости от м а с ш т а б а , 
к о т о р ы й здесь растет вверх). С к а л о г р а м м ы , полученные 
по д и а п а з о н а м , п о з в о л я ю т проследить э в о л ю ц и ю рас­
пределения энергии по м а с ш т а б а м . 
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Энергия сигнала определяется через спектр энергии 
равенством 

\ E w { a ) ^ . (29) 

Т а к и м о б р а з о м , величина Е/ п р о п о р ц и о н а л ь н а п л о щ а д и 
под кривой Ew(a)/a2, а с к а л о г р а м м а о т р а ж а е т относи­
тельный вклад различных м а с ш т а б о в в п о л н у ю энергию 
и выявляет распределение энергии процесса по м а с ш т а ­
б а м . 

А н а л и з и р у е м а я функция имеет конечную энергию, а 
а н а л и з и р у ю щ и й вейвлет — нулевое среднее значение, 
вследствие чего спектр энергии Ew(a) должен стре­
м и т ь с я к н у л ю на обоих концах ш к а л ы м а с ш т а б о в и 
должен и м е т ь по крайней мере один м а к с и м у м . П о л о ж е ­
ние подобных м а к с и м у м о в (пиков) спектра Фурье EF(co) 
привычно связывается с ч а с т о т а м и и с о о т в е т с т в у ю щ и м и 
х а р а к т е р н ы м и м о д а м и анализируемого сигнала, несу­
щ и м и в себе основную энергию процесса. М а к с и м у м ы 
энергетического спектра Ew(a) интерпретируются ана­
логично — они определяют м а с ш т а б ы процесса, внося­
щие основной вклад в п о л н у ю энергию Е/. 

П о к а ж е м на п р о с т о м примере связь между выявлен­
н ы м в результате вейвлет-преобразования м а с ш т а б о м и 
х а р а к т е р н ы м м а с ш т а б о м , полученным из спектра Фурье. 
Пусть 

f(t) — sin(<x>oO 
2nt 

sm 

— синусоида; ее в е й в л е т - п р е о б р а з о в а н и е , з аписанное 
через о б р а з ы Фурье (см., например , ф о р м у л у (17)), есть 

W(a,b) = ^ [Qxp(icoob)ijj(acoo) + ехр(—\сооЬ)ф(—acoo)] , 

а спектр — Ew(a) — |ф(aœo) | . Н е о б х о д и м ы м и достаточ­
н ы м условием наличия пика на м а с ш т а б е a — ao является 
р а в е н с т в о н у л ю п р о и з в о д н о й d\j/(aœo)/da п р и a — ao. 
Условие выполняется при aocoo — где Щ — завися­
щ а я от вейвлета ф константа с р а з м е р н о с т ь ю частоты. 
Д л я многих вейвлетов константа <х>ф вычисляется анали­
тически; так, д л я H A A R - и М Н А Т - в е й в л е т о в она равна 
1,484л и \[2 соответственно. 

Н а практике , если с к а л о г р а м м а Ew(a) имеет пик при 
a — ao, характерный временной м а с ш т а б определяется 
как d = То/2 = аок/соф. М н о ж и т е л ь 1/2 появился из-за 
того , что определяется не период, а м а с ш т а б элементар­
ного события , детали . В э т о м смысле синус, например , 
имеет две элементарные детали на периоде. 

К о н с т а н т а соф получена д л я простой функции. Рас­
пространяя результат на п р о и з в о л ь н ы й сигнал, даже 
негармонический, м ы предполагаем , что положение 
м а к с и м у м а спектра Ew(a) (т.е. выявленный м а с ш т а б ) 
м о ж н о интерпретировать как с р е д н ю ю п р о д о л ж и т е л ь ­
ность элементарного события (событий) , вносящего 
основной вклад в энергию анализируемого процесса. 
Э т о т факт проверен на многих известных сигналах с 
р а з н ы м и вейвлетами и признан очень х о р о ш и м прибли­
жением (см., например , [16]). 

В ы п и ш е м еще две характеристики, определяемые 
через плотность энергии, — меру л о к а л ь н о й перемежае­
м о с т и и меру контрастности анализируемого сигнала. 

Мера локальной перемежаемости: 

Ецг(а, t) 
Iw(a, t) 

(Ew{a, i))t 

— м е р а л о к а л ь н ы х отклонений от среднего поля спект­
р о в на к а ж д о м м а с ш т а б е ; она п о з в о л я е т определить 
степень н е р а в н о м е р н о с т и р а с п р е д е л е н и я э н е р г и и по 
м а с ш т а б а м (угловыми скобками здесь обозначено усред­
нение). 

Равенство /и/(а, t) — 1 при всех а и t означает , что 
энергия распределена р а в н о м е р н о и все л о к а л ь н ы е 
спектры энергии одинаковы; /и/(а, to) — ос означает , что 
вклад к о м п о н е н т ы м а с ш т а б а а в точке в а раз 
превосходит усредненный по всем t. 

Мера контрастности 

Си/(о, t) 
Ew{p>, t) 
E'w(a, t) 

E'w(a, t) Ew(a't) da' 

позволяет определять даже м а л ы е изменения в сигнале, 
когда необходимо , например , в ы я в и т ь структурирован­
ность с л а б о г о сигнала или слабые вариации на фоне 
крупной структуры (встроенные структуры) . 

5. Применение вейвлет-преобразования 
к модельным сигналам 
В э т о м разделе п о к а з а н ы некоторые в о з м о ж н о с т и вейв­
лет -преобразования в выявлении различных характер­
ных особенностей с и г н а л о в . В е й в л е т - п р е о б р а з о в а н и е 
применяется к м о д е л ь н ы м сигналам, п о с т р о е н н ы м на 
основе функций с х о р о ш о известными свойствами (см. 
также [17]). 

Д л я к а ж д о г о примера приведен график анализируе­
м о г о ряда . К о э ф ф и ц и е н т ы W(a,b) п о к а з а н ы в виде 
проекций на плоскость ab (временной м а с ш т а б , время) ; 
по оси абсцисс отложено время , по оси ординат — 
временной м а с ш т а б (он линейно растет вниз). К а к и на 
рис. 36, светлые области соответствуют п о л о ж и т е л ь н ы м , 
а темные — о т р и ц а т е л ь н ы м значениям W(a,b), оттен­
к а м и серого цвета в к а ж д о й области выделены диапа­
з о н ы значений W(a,b). К а р т и н ы линий л о к а л ь н ы х 
экстремумов или л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в представлены 
в тех же координатах . 

Приведенные р е з у л ь т а т ы получены с п о м о щ ь ю 
М Н А Т - в е й в л е т а . Вычисления проводились в п р я м о ­
угольной области значений п а р а м е т р о в а,Ь. Р я д ы дан­
ных д л я этого продлевались ; способ дополнения показан 
на графиках анализируемых функций. Н а картинах 
линий л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в показан треугольник 
достоверности , или м а к с и м а л ь н ы й угол влияния . 

5 Л . Гармоническая функция 
Вейвлет-преобразование применялось к р я д а м синусоид 

г , ч . 2nt . 2nt 
/(f) = s i n — + a s i n — . 

Р е з у л ь т а т ы в е й в л е т - п р е о б р а з о в а н и я т а к о й ф у н к ц и и 
легко сравнить с теми, что дает привычное преобразова ­
ние Фурье . Значения периодов Т\, Т2 и постоянной а 
а н а л и з и р у е м ы х сигналов приведены в т а б л . 1. В нее 
з а н е с е н ы т а к ж е н о м е р с о о т в е т с т в у ю щ е г о р и с у н к а и 
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н о м е р сигнала. П о коэффициентам вейвлет-преобразо­
в а н и я д о л ж н ы б ы т ь п о л у ч е н ы м а с ш т а б ы D\ — Т\/2, 
D2 = Т2/2. 

Таблица 1. Параметры гармонических функций 

Ti т2 
а Номер Номер 

рисунка сигнала 

200 10 0,4 6 1 
200 10 0,4 — 2 

50 — — — 3 
25 — — 8 4 
25 50 1 9а 5 
25 50 1 9а 6 
25 23 1 10а 7 
25 23 1 106 8 

Сигнал 1. Н а рисунке 6а показан сигнал — с у м м а 
синусоид с з аметно о т л и ч а ю щ и м и с я ч а с т о т а м и (как 
видно из графика , р я д п р о д о л ж е н средним значением) . 

Н а картине значений коэффициентов (рис. 66) легко 
р а з л и ч а ю т с я многочисленные периодически п о в т о р я ю ­
щиеся детали в верхней части к а р т и н ы (при м а л ы х 
значениях м а с ш т а б а а), я в л я ю щ и е с я р е з у л ь т а т о м резо­
нанса высокочастотной с о с т а в л я ю щ е й сигнала с мелко ­
м а с ш т а б н ы м и вейвлетами; а также три темные и две 
светлые области на крупных м а с ш т а б а х (положитель­
ные и отрицательные значения W(a, b) соответственно) , 

я в л я ю щ и е с я р е з у л ь т а т о м сильной корреляции между 
к р у п н о м а с ш т а б н ы м и вейвлетами и низкочастотной 
с о с т а в л я ю щ е й сигнала, представленной всего д в у м я с 
половиной периодами . 

Н а рисунке 6в представлены линии л о к а л ь н ы х экстре­
м у м о в ; сплошные линии о т м е ч а ю т л о к а л ь н ы е макси­
м у м ы , точечные — л о к а л ь н ы е м и н и м у м ы . Н а картине 
л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в (рис. 6г) показаны т о л ь к о линии, 
относящиеся к п о л о ж и т е л ь н ы м э к с т р е м у м а м . Обе кар­
т и н ы в ы я в л я ю т периодическую структуру анализируе­
м о г о сигнала и п р е д с т а в л я ю т собой масштабно-вре ­
менной скелет описываемого с и г н а л о м процесса. 
Линии , о т м е ч а ю щ и е положение л о к а л ь н ы х экстрему­
м о в коэффициентов вейвлет-преобразования , соответ­
ствуют э к с т р е м у м а м анализируемой функции — т о ч к а м 
смены знака ее производной . 

В д а л ь н е й ш е м будет д е м о н с т р и р о в а т ь с я л и ш ь один 
из скелетонов; если линии л о к а л ь н ы х м и н и м у м о в не 
несут с м ы с л о в о й нагрузки и л и ш ь у с л о ж н я ю т рисунок, 
как д л я сигнала 1, то будет представлена т о л ь к о картина 
линий л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в . 

Сигнал 2 представляет собой часть сигнала 1. К а р ­
тина коэффициентов вейвлет-преобразования позволяет 
г о в о р и т ь о к р у п н о м а с ш т а б н о й с о с т а в л я ю щ е й в сигнале, 
даже если на длине сигнала уложился всего один период 
к р у п н о м а с ш т а б н о й с о с т а в л я ю щ е й сигнала 1. 

Энергетический спектр Ew(d) позволяет в э т о м про­
с т о м случае определить даже м а с ш т а б к р у п н о м а с ш т а б ­
ной с о с т а в л я ю щ е й сигнала, хотя она и представлена 
всего о д н и м периодом . Н а рисунке 7 показан спектр 
энергии Ew(ß)\ н а п о м н и м , что д л я М Н А Т - в е й в л е т а 
характерный временной м а с ш т а б d связан с м а с ш т а б о м 
вейвлет-преобразования а со о т но ш ением d=<m/\/2. 
С п л о ш н о й линией на рисунке показан энергетический 
спектр сигнала 2, ш т р и х о в о й — сигнала 1. В обоих 
случаях легко в ы д е л я ю т с я пики, соответствующие мас ­
ш т а б а м 5 и 100; м е л к о м а с ш т а б н а я часть спектра более 
п о д р о б н о показана в п р а в о м верхнем углу рисунка. С 
п о м о щ ь ю спектров Фурье в обоих случаях удается 
выявить т о л ь к о высокочастотную с о с т а в л я ю щ у ю . 

Сигналы 3 и 4 п р е д с т а в л я ю т собой синусоиды с 
п е р и о д а м и р а в н ы м и 50 и 25 соответственно Н а рисун­
ке 8 показаны сигнал 4 и полученные к а р т и н ы коэффи-

Рис. 6. Сигнал 1 (а) и результаты его вейвлет-преобразования: 
картины коэффициентов (б), линий локальных экстремумов (в) и 
линий локальных максимумов (г). 

Рис. 7. Энергетические спектры Ejy(d) сигналов 1 (штриховая линия) 
и 2 (сплошная линия); в верхнем углу справа более крупно показана 
мелкомасштабная часть спектра. 
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их появления у к а з ы в а ю т на единственную х а р а к т е р н у ю 
частоту сигнала и постоянство периода . Об э т о м свиде­
тельствует также своеобразная " ш т р и х о в а я " структура 
скелетона в нижней части треугольника достоверности; в 
случае наличия нескольких частот (см. р е з у л ь т а т ы д л я 
сигналов 6 и 8) она станет "интерференционной" . 

Т а к а я своеобразная интерференционная (или ш т р и ­
ховая , как д л я сигнала 4) структура скелета возникает в 
тех случаях, когда длина р я д а оказывается достаточной , 
ч т о б ы внутри треугольника достоверности реализова­
лись все присущие сигналу м а с ш т а б ы (это выполняется 
д л я всех рассмотренных сигналов , к р о м е первого) , и из-
за того , что коэффициенты W(a, b) после реализации всех 
м а с ш т а б о в резко у м е н ь ш а ю т с я , становятся очень 
м а л ы м и и стремятся к н у л ю к о л е б а т е л ь н ы м о б р а з о м 
(отсюда и волнистые линии л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в ) . 

Вычисленные по значениям коэффициентов вейвлет-
преобразования сигналов 3 и 4 спектры Ew(d) и м е ю т 
характерные пики на м а с ш т а б а х 25 и 12,5 соответ­
ственно. 

Сигналы 5 и 6 п р е д с т а в л я ю т собой разные комбина ­
ции сигналов 3 и 4: сигнал 5 составлен из последова­
тельно в к л ю ч а ю щ и х с я сигналов 3 и 4, а сигнал 6 пред­
ставляет собой их сумму. С и г н а л ы 5 и 6 интересны тем, 
что они н е р а з л и ч и м ы д л я преобразования Фурье: легко 
удостовериться , что их спектры Фурье EF(co) практиче­
ски одинаковы. Д л я вейвлет-преобразования эти сиг­
н а л ы очень разные , см. соответствующие с и г н а л а м 5 и 6 
к а р т и н ы коэффициентов и линий л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в 
на рис. 9а и рис. 96. 

Энергетические вейвлет-спектры этих сигналов , как и 
их спектры Фурье, очень похожи, поскольку получены 
сверткой по всей длине ряда . Они и м е ю т ш и р о к и е 
м а к с и м у м ы , п о г л о щ а ю щ и е оба м а с ш т а б а . З а м е т и м , что 
нестационарные свойства сигналов , например , э в о л ю ­
ц и о н и р у ю щ и е частоты (масштабы) , х о р о ш о выя­
в л я ю т с я с п о м о щ ь ю л о к а л и з о в а н н о г о спектрального 

Рис. 9. Сигналы 5 (а) и 6 (б) — то же, что на рис. 8. 

Рис. 8. Сигнал 4 и картины коэффициентов и линий локальных 
максимумов. 

циентов вейвлет-преобразования и линий л о к а л ь н ы х 
м а к с и м у м о в . Верхние части картин д е м о н с т р и р у ю т 
периодический характер сигнала. Т е м н ы е и светлые 
к р у п н о м а с ш т а б н ы е детали в нижней части к а р т и н ы 
коэффициентов связаны с г р а н и ч н ы м и эффектами и 
очень малоинтенсивны; на рисунках это проявляется в 
т о м , что эти к р у п н о м а с ш т а б н ы е области и м е ю т за­
м е т н о м е н ь ш е цветовых уровней, чем основные перио­
дические детали (здесь — один цветовой уровень) , и 
волнистые линии л о к а л ь н ы х экстремумов . 

О д и н а к о в а я длина линий л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в 
(внутри треугольника достоверности) и периодичность 
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Рис. 10. Сигналы 7 (а) и 8 (б) — то же, что на рис. 8. 

анализа , когда при вычислении спектров Ew(d) свертка 
коэффициентов вейвлет-преобразования ведется не по 
всей длине ряда , а по его отрезкам . 

Сигнал 7. Н а рисунке 10а представлены р е з у л ь т а т ы 
д л я сигнала, о т л и ч а ю щ е г о с я от сигнала 4 л и ш ь ф а з о в ы м 
сдвигом на я в середине ряда . Ясно , что спектр Фурье 
такого сигнала отличается от спектра Фурье сигнала без 
фазового сдвига наличием дополнительных пиков. П р и ­
чина в т о м , что л ю б а я деталь сигнала в л ю б о й части р я д а 
оказывает влияние на все коэффициенты Фурье и все 
частоты. 

Присутствие деталей такого р о д а в сигнале с учетом 
п р я м о й связи м е ж д у ч а с т о т а м и в спектре и характер­
н ы м и м а с ш т а б а м и процесса м о ж е т з а м е т н о исказить 
и н т е р п р е т а ц и ю результата . О б ы ч н о наличие дополни­
тельных пиков в спектре связывается с наличием несколь­
ких м а с ш т а б о в , к о т о р ы х в приведенном примере на 
с а м о м деле нет — м а с ш т а б один. 

Вейвлет-преобразование прекрасно справляется с 
такого р о д а особенностью, локализуя ее (см. к а р т и н ы 
коэффициентов и линий л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в на 
рис. 10а). 

Сигнал 8. Н а рисунке 106 приведены р е з у л ь т а т ы д л я 
сигнала, представляющего собой сумму двух синусоид с 
очень близкими частотами; наличие в т о р о й ч а с т о т ы 
проявляется л и ш ь н а к л о н е н н ы м и л и н и я м и л о к а л ь н ы х 
м а к с и м у м о в . П о д о б н ы е н а к л о н ы м о г у т появиться и в 
результате низкочастотной модуляции , однако в т а к о м 
случае не б ы л о бы характерной интерференционной 
к а р т и н ы скелетона, г о в о р я щ е й о реализации всех мас ­
ш т а б о в , присутствующих в сигнале. 

5.2. Сигнал с особенностью 
В сигналах часто встречаются изолированные особенно­
сти типа импульса , ступеньки, степенные особенности и 
т.п. Э т о м о г у т б ы т ь как присущие о п и с ы в а е м о м у сигна­
л о м процессу детали , так и паразитные детали , напри­
мер , сбои а п п а р а т у р ы . П р е о б р а з о в а н и е Фурье сигнала, 

регулярного везде за исключением одной сбойной точки, 
несет и н ф о р м а ц и ю о ней во всех своих коэффициентах. 
И з о л и р о в а н н ы е о с о б е н н о с т и п р а к т и ч е с к и не ф и л ь т ­
руются , искажая спектр и реконструированный сигнал. 

Вейвлет-преобразование применялось к сигналам с 
особенностями некоторых из перечисленных типов . Н а 
рисунке 11 к р о м е сигналов представлены к а р т и н ы линий 
л о к а л ь н ы х экстремумов (они более характерны) и схема­
тически и з о б р а ж е н ы несколько линий уровня значений 
коэффициентов W(a,b) ( сплошные линии относятся к 
п о л о ж и т е л ь н ы м , ш т р и х о в ы е — к о т р и ц а т е л ь н ы м значе­
ниям) . 

л л i I 
,ч'[(^ -tfilb frVifni 

Рис. 11. Вейвлет-преобразование сигнала с особенностями: (5-функ-
ция, |^5|, t2/3, t1/3, скачок, излом (слева направо). 
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Все точечные особенности, содержащиеся в сигналах, 
с о п р о в о ж д а ю т с я л и н и я м и л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в , исхо­
д я щ и м и из этих точек. Количество их определяется 
х а р а к т е р о м особенности сигнала и а н а л и з и р у ю щ и м 
вейвлетом. 

П р и м е р ы в разделе 5.1 показали , что смена знака 
п р о и з в о д н о й анализируемой функции отмечается 
линией л о к а л ь н ы х экстремумов распределения W(a, b). 

Н а рисунке П а показано преобразование сигнала с 
особенностью типа ^-функции. С л е д у ю щ и е два п р и м е р а 
(рис. 116, в) содержат особенности, при к о т о р ы х смена 
знака производной сопровождается р а з р ы в о м функции 
(степенные особенности вида |^ 5 | и t1!3 соответственно) . 
В э т о м случае точка локализации особенности сигнала 
отмечена т р е м я л и н и я м и скелетона. Ц е н т р а л ь н а я линия 
является линией м а к с и м у м о в или м и н и м у м о в в зависи­
м о с т и от того , имеет ли сигнал в этой точке м а к с и м у м 
или м и н и м у м . Аналогично в ы г л я д я т р е з у л ь т а т ы вейв­
лет -преобразования ^-функции. 

Особенности менее высокого порядка , такие, как 
перегиб функции t1/3 (рис. 11г) или скачок (рис. 11д), 
о т м е ч а ю т с я д в у м я л и н и я м и л о к а л ь н ы х экстремумов , 
и з л о м (рис. 1 le) — одной. 

Т а к и м о б р а з о м , вейвлет-преобразование способно 
выявить положение особенности — коэффициенты вейв­
лет -преобразования гладкой функции м а л ы и резко 
в о з р а с т а ю т при появлении особенности, отмечая ее 
л о к а л и з а ц и ю л и н и я м и л о к а л ь н ы х экстремумов . Харак ­
тер особенности в точке определяется из асимптотиче­
ского поведения коэффициентов вейвлет-преобразова­
ния при стремлении м а с ш т а б а к нулю. Н а п р и м е р , 
значения коэффициентов вейвлет-преобразования д-
функции м а к с и м а л ь н ы на м а л ы х м а с ш т а б а х , а с р о с т о м 
м а с ш т а б а резко у б ы в а ю т , п о в т о р я я характер особенно­
сти. И з о л и р о в а н н а я особенность л о к а л ь н ы м о б р а з о м 
влияет на коэффициенты вейвлет-преобразования и при 
необходимости м о ж е т б ы т ь легко удалена из сигнала или 
скорректирована . 

Приведенные р е з у л ь т а т ы получены с п о м о щ ь ю 
М Н А Т - в е й в л е т а , и м е ю щ е г о два равных н у л ю м о м е н т а 
(нулевой и первый) . Вейвлеты же, и м е ю щ и е т о л ь к о один 
нулевой м о м е н т , неспособны р а з л и ч а т ь особенности 
производных. Распределение коэффициентов вейвлет-
преобразования , полученное с п о м о щ ь ю такого вей­
влета , имеет м е н ь ш е линий л о к а л ь н ы х экстремумов . 
Н а п р и м е р , д л я первых трех сигналов , отсутствует цент­
р а л ь н а я линия экстремумов ; особенность п р о и з в о д н о й 
сигнала с перегибом (рис. 11г) не отмечена вообще , а 
скачок (рис. 11в) сигнала отмечен одной линией экстре­
м у м а . 

Ч е м в ы ш е порядок а н а л и з и р у ю щ е г о вейвлета, чем 
б о л ь ш е нулевых м о м е н т о в он имеет , т е м лучше вейвлет-
преобразование дифференцирует особенности. 

О т м е т и м , что вейвлет-преобразование с вейвлетами 
разного порядка с успехом м о ж е т б ы т ь использовано д л я 
выявления наличия и характера наиболее крупномас­
ш т а б н о й с о с т а в л я ю щ е й сигнала — так н а з ы в а е м о г о 
тренда . П р и м е н и в к коэффициентам реконструкцион­
ную ф о р м у л у и вычтя реконструированный сигнал из 
исходного , м о ж н о в ы д е л и т ь ту с а м у ю к р у п н о м а с ш т а б ­
ную с о с т а в л я ю щ у ю , к о т о р а я обращается в нуль вслед­
ствие наличия нулевых м о м е н т о в у вейвлета: постоянная 
с о с т а в л я ю щ а я , линейный или п о л и н о м и а л ь н ы й тренд и 
т.п. Т а к и м о б р а з о м , устраняется элемент субъективизма, 
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к о т о р ы й почти всегда присутствует при определении 
тренда другими способами. 

5.3. Фрактальное множество 
Вейвлет-преобразование с его иерархическим базисом 
х о р о ш о приспособлено д л я анализа каскадных процес­
сов, турбулентных сигналов , ф р а к т а л ь н ы х и м у л ь т и ф -
р а к т а л ь н ы х м н о ж е с т в , и м е ю щ и х иерархическую при­
роду. 

П р и в е д е м пример анализа ф р а к т а л ь н о г о множества , 
построенного на основе о д н о р о д н о г о т р и а д н о г о канто-
ровского ряда . К а к известно, при построении первого 
поколения этого р я д а отрезок делится на три части, 
средняя из к о т о р ы х выбрасывается ; при построении 
в т о р о г о поколения т а к а я же процедура проделывается с 
д в у м я оставшимися отрезками и так на к а ж д о м после­
д у ю щ е м этапе до бесконечности. Н а рисунке 12а пока­
заны первые э т а п ы построения ряда . 

Н а основе получившегося множества — к а н т о р о в -
ской пыли — строится числовая последовательность , 
с о с т о я щ а я из нулей и единиц (нули соответствуют 
в ы б р а с ы в а е м ы м при построении р я д а частям отрезка) . 

Н а рисунке 126 показаны ф р а г м е н т ы картин коэффи­
циентов и линий л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в . Они доста­
точно п о д р о б н ы , однако линейное изменение м а с ш т а б а 

а 

i 

\ 

Рис. 12. Первые поколения однородного триадного канторовского 
ряда (а), фрагменты картин коэффициентов и линий локальных 
максимумов (б); картины линий локальных максимумов триадного 
однородного канторовского ряда (в) и случайного процесса (г) в 
логарифмическом масштабе. 
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не позволяет охватить б о л ь ш о й диапазон м а с ш т а б о в . 
Ч т о б ы п р о д е м о н с т р и р о в а т ь о б щ и й характер процесса, 
на рис. 12в скелетон показан в л о г а р и ф м и ч е с к о м мас ­
ш т а б е . 

К а р т и н а коэффициентов демонстрирует иерархиче­
скую структуру анализируемого множества . Е щ е более 
ясно она видна на картинах линий л о к а л ь н ы х максиму­
м о в . Скелетон выявляет не т о л ь к о иерархическую струк­
туру анализируемого множества , но и способ построения 
ф р а к т а л ь н о й м е р ы , на к о т о р о й оно с ф о р м и р о в а н о . 

К а ж д ы й этап каскадного процесса, каждое дробление 
м а с ш т а б а отмечено на картине л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в 
ветвлением, появлением характерной "вилочки" — 
линия, о т м е ч а ю щ а я положение л о к а л ь н о г о м а к с и м у м а , 
раздваивается , расходясь на два независимых л о к а л ь н ы х 
м а к с и м у м а . Э т о неизменно повторяется , так как м е р а 
обладает свойством с а м о п о д о б и я и м о н о ф р а к т а л ь н а . 

Известно , что ф р а к т а л ь н а я р а з м е р н о с т ь или р а з м е р ­
ность подобия о д н о р о д н о г о канторовского р я д а 
Z)f = l n m / l n s , где m — скорость ветвления, s — мас ­
ш т а б н ы й м н о ж и т е л ь . В случае т р и а д н о г о р я д а Df = 
= 1п2 /1пЗ . А н а л о г и ч н о р а з м е р н о с т ь вычисляется по 
коэффициентам вейвлет-преобразования как предел 
(при стремлении к н у л ю м а с ш т а б а ) отношения 
In N(a) J In а; здесь N(à) — число л о к а л ь н ы х максиму­
м о в . Ч е м более высокого порядка поколение к а н т о р о в ­
ского р я д а используется , т е м точнее определяется его 
размерность ; д л я 10-го, 11-го поколения вычисленное по 
коэффициентам вейвлет-преобразования значение раз ­
мерности практически совпадает с теоретическим. 

Д л я сравнения на рис. 12г представлены линии 
л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в случайного процесса. Видно, 
насколько даже качественно р а з л и ч а ю т с я "древовид­
н а я " структура скелетона каскадного процесса и "тра-
в о в и д н ы й " скелетон случайного (можно сравнить с 
периодическими скелетами гармонических функций и 
"кустами" линий, о т м е ч а ю щ и м и особенности сигналов) . 

6. Анализ временных 
метеорологических рядов 
В э т о м разделе представлены р е з у л ь т а т ы анализа реаль­
ных данных — долговременных р я д о в н а б л ю д е н и й за 
и з м е н е н и я м и н е к о т о р ы х м е т е о р о л о г и ч е с к и х п а р а м е т ­
ров . 

6.1. Процесс Южное Колебание - Эль-Ниньо 
Ю ж н о е Колебание — к р у п н о м а с ш т а б н ы й а т м о с ф е р н ы й 
процесс, р а з в и в а ю щ и й с я над акваторией Тихого океана. 
Ю ж н о е К о л е б а н и е тесно связано с явлением Э л ь - Н и н ь о 
— резким потеплением океанических вод вблизи тихо­
о к е а н с к о г о п о б е р е ж ь я Ц е н т р а л ь н о й А м е р и к и . Э т о т 
г л о б а л ь н ы й процесс планетарного м а с ш т а б а в системе 
а т м о с ф е р а - о к е а н , Ю ж н о е К о л е б а н и е и Э л ь - Н и н ь о 
( Ю К Э Н или E N S O — El-Nino and Southern Oscillation), 
оказывает з аметное влияние на динамику всей к л и м а т и ­
ческой системы п л а н е т ы , воздействуя на ц и р к у л я ц и и 
Гадлея и Уокера и на расположение областей активной 
конвекции в приэкваториальной зоне. 

Процессы в тропической зоне, как предполагается , 
и г р а ю т в а ж н у ю р о л ь в ф о р м и р о в а н и и д и н а м и к и кли­
м а т а в м а с ш т а б а х десятилетия и более. О п и ш е м к о р о т к о 
это чрезвычайно интересное и важное явление Ю К Э Н — 
своеобразные "диалоги ветра и м о р я " . 

Рождественское дитя — El-Nino (испанское д л я Chris t 
Child) , — так издавна н а з ы в а л и р ы б а к и Э к в а д о р а и Перу 
теплое течение в океане, появлявшееся чаще всего к 
Рождеству и существовавшее в течение некоторого 
времени. В этот период р ы б а не ловилась (прекращался 
прибрежный апвеллинг) . Теплое течение (и каникулы) 
м о г л о появиться в м а е или даже в июне, однако т е р м и н 
Э л ь - Н и н ь о за н и м и связанными с н и м явлениями с 
г о д а м и закрепился . 

В 1920-х годах известный английский ученый Уокер 
(Gilbert Walker) р а б о т а л в И н д и и над п р о б л е м о й пред­
сказания муссонов , приносящих иногда катастрофиче­
ские ливни. Изучая , в частности, показания б а р о м е т р о в , 
он обнаружил зависимость м е ж д у д а н н ы м и , получен­
н ы м и на станциях в з ападной и восточной частях Тихого 
океана. Т е р м и н Ю ж н о е Колебание б ы л введен и м д л я 
обозначения а н о м а л и й приземного атмосферного давле­
ния вдо ль тропической зоны. Чередование знаков ано­
м а л и й н а п о м и н а е т гигантские качели, перекачивающие 
м а с с ы воздуха м е ж д у В о с т о ч н ы м и З а п а д н ы м полуша­
р и я м и . 

Вблизи центров действия Ю ж н о г о К о л е б а н и я про­
т и в о п о л о ж н о г о знака находятся станции, расположен­
ные на острове Т а и т и (17° ю.ш. , 150° з.д.) и в городе 
Д а р в и н (12° ю.ш. , 150° в.д.). Считается , что временной 
р я д разностей н о р м а л и з о в а н н ы х а н о м а л и й давления 
этих станций (индекс Ю ж н о г о К о л е б а н и я C(t)) является 
наиболее обоснованной характеристикой временной 
д и н а м и к и Ю ж н о г о К о л е б а н и я . 

Связь между э т и м и д в у м я явлениями, Э л ь - Н и н ь о (в 
океане) и Ю ж н о е К о л е б а н и е (в атмосфере) , б ы л а осоз­
нана г о р а з д о позже — после сильного Э л ь - Н и н ь о в 
1957 г. Д о л г о е в р е м я о б щ е п р и н я т о й являлась интерпре­
тация этой связи, основанная на гипотезе Виртки 
(Wyrtki) [18], х о р о ш о п р о и л л ю с т р и р о в а н н а я в [19] и 
с о с т о я щ а я в следующем. 

П р и н о р м а л ь н ы х условиях, С = О, северо-восточные 
и юго-восточные пассатные ветры н а г о н я ю т теплую 
воду в з а п а д н у ю часть Тихого океана; уровень м о р я 
здесь на 40 см превышает уровень м о р я в восточной 
части. Сгон в о д ы сопровождается апвеллингом — подъе­
м о м глубинной х о л о д н о й богатой п и т а т е л ь н ы м и веще­
с т в а м и в о д ы у тихоокеанского побережья Ю ж н о й А м е ­
рики. П р и С > 0 описанные явления в ы р а ж е н ы сильнее. 

К о г д а индекс С уменьшается и становится отрица­
т е л ь н ы м , градиент давления между восточной и запад­
ной частями Тихого океана з амет но уменьшается . Н е 
и с п ы т ы в а я сопротивления ветра, теплая вода устрем­
ляется на восток, достигает берегов Ю ж н о й А м е р и к и и 
з а т е м движется к северу, к югу и в виде отраженной в о л н ы 
— на запад . О б л а с т ь теплой в о д ы быстро расширяется . 

П о в ы ш е н и е т е м п е р а т у р ы поверхности в восточной и 
центральной частях Тихого океана меняет расположение 
областей конвекции в атмосфере . О б ы ч н о конвекция 
активна над Индонезией и в з ападной части Тихого 
океана. С уменьшением индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я в 
окрестностях австралийско-индонезийского центра дей­
ствия наступает период очень сухой погоды, а в цент­
р а л ь н ы х и восточных частях Тихого океана, где дождей 
обычно не бывает , начинаются проливные д о ж д и . Насе­
ление прибрежных стран Ю ж н о й А м е р и к и страдает от 
наводнений и ш к в а л о в ; из-за прекращения прибрежного 
апвеллинга и выноса питательных веществ м и г р и р у ю т 
или гибнут р ы б ы , птицы, животные . Такие периоды 
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б ы в а ю т д л и т е л ь н ы м и , и это становится н а с т о я щ и м 
экологическим бедствием. 

Меняется расположение областей конвекции в а т м о ­
сфере не т о л ь к о над Т и х и м океаном, но и во всей 
приэкваториальной зоне. Сухая погода приходит на 
западные побережья А ф р и к и и Ю ж н о й Америки , где 
обычно выпадает н о р м а л ь н о е количество осадков . 
Н а б л ю д а е т с я смещение путей распространения тропиче­
ских циклонов . В А т л а н т и к е при Э л ь - Н и н ь о з амет но 
уменьшается , а во Французской Полинезии увеличи­
вается число дней с тропическими ц и к л о н а м и . 

Х о р о ш е й и л л ю с т р а ц и е й связи Ю ж н о г о К о л е б а н и я и 
Э л ь - Н и н ь о я в л я ю т с я р е з у л ь т а т ы р а б о т ы [20], где, в 
частности, представлены долготно-временной разрез 
а н о м а л и й поверхностной т е м п е р а т у р ы на экваторе и 
синхронный ход индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я за 1979 — 
1988 гг. И з о т е р м ы строились по д а н н ы м Вашингтон­
ского центра климатических анализов . В рассматривае ­
м ы й отрезок времени попали три теплых и три х о л о д н ы х 
эпизода . 

Сравнение долготно-временного разреза а н о м а л и й 
поверхностной т е м п е р а т у р ы на экваторе и синхронного 
хода индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я C(i) позволяет выя­
вить некоторые закономерности . О т м е т и м по крайней 
мере три характерных м о м е н т а . Имеется отрицательная 
корреляция м е ж д у С и т е м п е р а т у р о й поверхности 
океана: чем б о л ь ш е С, т е м ниже температура , и чем 
б о л ь ш е по м о д у л ю отрицательное значение С, т е м 
в ы ш е температура . П о л о ж и т е л ь н ы е а н о м а л и и темпера­
т у р ы сохраняются д о л ь ш е , чем отрицательные значения 
индекса С: во время развития Э л ь - Н и н ь о уменьшение С 
начинается одновременно с появлением п о л о ж и т е л ь н о й 
а н о м а л и и т е м п е р а т у р ы в восточной части Тихого 
океана, увеличение же С после м и н и м у м а начинается на 
3 - 4 месяца раньше , чем падение температуры. Темпера­
тура в э к в а т о р и а л ь н о й зоне Атлантического океана 
изменяется независимо от а н о м а л и й в Т и х о м океане, а 
колебания т е м п е р а т у р ы в з ападной части экваториаль ­
ной з о н ы Индийского океана и в восточной части Тихого 
океана к о р р е л и р у ю т . 

А н о м а л ь н ы й нагрев вод в Т и х о м и И н д и й с к о м 
океанах приводит к нагреву экваториальной а т м о с ф е р ы 
и обостряет контраст температур на экваторе и полюсах , 
что в свою очередь ведет к увеличению интенсивности 
з о н а л ь н о й циркуляции. 

Необыч н ое расположение областей п о в ы ш е н н о й кон­
векции при Э л ь - Н и н ь о в о з м у щ а е т а т м о с ф е р н у ю цирку­
л я ц и ю не т о л ь к о в приэкваториальной зоне, но и на всем 
з е м н о м шаре . Связанные с э т и м а н о м а л и и п о г о д ы 
о б н а р у ж и в а ю т с я в зонах умеренных ш и р о т . Так, силь­
ное Э л ь - Н и н ь о 1 9 8 2 - 1 9 8 3 гг. привело к тому , что з и м о й 
1 9 8 2 - 1 9 8 3 гг. с Северной А т л а н т и к и через С к а н д и н а в и ю 
двигались на восток необычайно интенсивные циклоны. 
Н а п о м н и м , что вызванные и м и ш т о р м ы р а з м ы л и К у р ш -
скую косу. М н о г и е природные явления, происходящие во 
время действия Э л ь - Н и н ь о , и м е ю т тяжелые экологиче­
ские и экономические последствия. 

Неудивительно , что процесс Ю ж н о е К о л е б а н и е -
Э л ь - Н и н ь о и его последствия я в л я ю т с я п р е д м е т о м 
неугасающего уже многие г о д ы внимания исследовате­
лей. Последнее десятилетие б ы л о посвящено его приста­
л ь н о м у изучению ( п р о г р а м м а T O G A ) . П о л у ч е н ы новые 
данные, интерпретация связи Ю ж н о г о К о л е б а н и я с Э л ь -
Н и н ь о , основанная на гипотезе Виртки, претерпела 

некоторые изменения. Выяснилось , что периодичность и 
сценарии Ю К Э Н з амет но м е н я ю т с я во времени. Так, 
а н о м а л и я поверхностной т е м п е р а т у р ы м о ж е т м и г р и р о ­
вать не т о л ь к о на восток, но и на запад; пятно теплой 
в о д ы м о ж е т не достигать берегов Э к в а д о р а и Перу , а 
ограничиваться центральной ч а с т ь ю Тихого океана и т.п. 

Я в л е н и я м Э л ь - Н и н ь о и Ю ж н о е К о л е б а н и е посвя­
щено м н о г о публикаций, однако многие детали изучены 
недостаточно , особенно на м а с ш т а б а х более десятилетий 
и менее месяцев. 

О б ъ е к т о м анализа я в л я ю т с я следующие временные 
ряды: данные , свидетельствующие о динамике событий 
Э л ь - Н и н ь о за последние 500 лет из [21] (раздел 6.2), 
среднемесячные значения индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я 
C(t) за период с 1882-го по 1990 гг. из [20] (раздел 6.3) и 
суточные значения индекса C(t) за период с 1981-го по 
1990 гг. (раздел 6.4), полученные сотрудниками 
Д . М . Сонечкина (Гидрометеоцентр) ; частично резуль­
т а т ы анализа д и н а м и к и индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я 
опубликованы в [22]. 

Д л я выявления связи между г л о б а л ь н ы м потепле­
нием и Э л ь - Н и н ь о проведен анализ р я д о в Д ж о н с а 
(Jones) [23] — р я д о в а н о м а л и й среднегодовых значений 
приповерхностной т е м п е р а т у р ы воздуха ( глобальной и 
полушарной) за период 1 8 5 0 - 1 9 9 0 гг. (см. ра здел 6.5). 

6.2. 500 лет из жизни Эль-Ниньо 
Д а н н ы е об а н о м а л и я х давления и поверхностной темпе­
р а т у р ы о х в а т ы в а ю т чуть более с т о л е т и я , п о с к о л ь к у 
систематические н а б л ю д е н и я начались не очень давно . 
С у щ е с т в у ю т мно г о численные п о п ы т к и реконструкции 
более чем тысячелетней истории Ю К Э Н . П р и рекон­
струкции используются косвенные свидетельства , кото ­
рые м о г у т г о в о р и т ь о событиях Э л ь - Н и н ь о (ископаемые 
остатки , хроники и т .д . ) . Н а п р и м е р , свидетельства о 
засухах и наводнениях, состоянии снега и л ь д а на горных 
вершинах , составе ископаемой м и к р о ф л о р ы , скорости 
роста скелета к о р а л л о в , кольцах роста деревьев и др . 

Н а и б о л е е д о с т о в е р н ы м и н а м представляются данные 
из [21] о частоте событий Э л ь - Н и н ь о за последние 500 
лет. Д а н н ы е основаны на свидетельствах о количестве 
тайфунов в Ю ж н о м Китае , х о л о д н ы х з и м а х в Восточной 
Азии, засухах в Австралии , наводнениях на Н и л е и в 
Перу, причиной к о т о р ы х м о г л и явиться события Э л ь -
Н и н ь о , и представлены в табл . 2 [21]. 

А н а л и з и р у е м ы й р я д состоит из нулей (в годы, когда , 
по м н е н и ю а в т о р а р а б о т ы [21], весь комплекс косвенных 
данных свидетельствует об отсутствии событий Э л ь -
Ниньо) и единиц (в г о д ы с Э л ь - Н и н ь о ) . За период с 1470-
го по 1987 гг. обнаружено 114 событий Э л ь - Н и н ь о со 
средним и н т е р в а л о м между ними около 4,5 лет (в табл . 2 
перечислены годы, когда они происходили) . А в т о р [21] 
отмечает в о з м о ж н о с т ь существования 70-летнего цикла 
и в качестве и л л ю с т р а ц и и приводит усредненные по 10 
г о д а м данные, расположенные в порядке , представлен­
н о м в табл . 3. 

Н а рисунке 13а представлен график зависимости 
числа событий Э л ь - Н и н ь о от времени. Д л я удобства 
п о к а з а н ы усредненные по десяти г о д а м значения — 
видно, что за десятилетие происходило от одного до 
четырех событий Э л ь - Н и н ь о . К а р т и н а коэффициентов 
вейвлет-преобразования неусредненных данных, состоя­
щих из р я д а нулей и единиц, показана на рис. 136. Шкала 
времени здесь совпадает с осью абсцисс графика , ш к а л а 

2* 
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Таблица 2. События Эль-Ниньо с 1470-го по 1989 гг. [21] 

Годы События Сумма Годы События Сумма 

1470-е 73-74, 79 2 1730-е 36 1 
1480-е 84, 87-88 2 1740-е 40, 42, 44, 47 4 
1490-е 90,93, 96-97, 99 4 1750-е 54, 56 2 
1500-е 09-10 1 1760-е 61,63, 65-66, 69 4 
1510-е 17-18 1 1770-е 71,73, 75, 78-79 4 
1520-е 20-21,25-26, 29-30 3 1780-е 82-83, 86-87 2 
1530-е 32-33, 39 2 1790-е 91,98 2 
1540-е 41,45, 47 3 1800-е 03-04, 06-07 2 
1550-е 52-53, 59-60 2 1810-е 12-13, 15, 17 3 
1560-е 65, 67-68 2 1820-е 21,24-25,28 3 
1570-е 78 1 1830-е 31-32, 36-37 2 
1580-е 85-86 1 1840-е 44-45 1 
1590-е 90-91,95-96 2 1850-е 50, 54-55, 57-58 3 
1600-е 00, 04, 07 3 1860-е 64, 66, 68 3 
1610-е 10, 14-15, 18-19 3 1870-е 77-78 1 
1620-е 24-25 1 1880-е 80-81,84,88 3 
1630-е 34-35, 37-38 2 1890-е 91,96, 99-00 3 
1640-е 40-41,47 2 1900-е 02, 04-05 2 
1650-е 50 1 1910-е 11, 13-14, 18-19 3 
1660-е 60-61 1 1920-е 25-26 1 
1670-е 71,74 2 1930-е 30 1 
1680-е 80-81,84, 87-88 3 1940-е 40-41,44-45 2 
1690-е 92, 96 2 1950-е 51, 53, 57-58 3 
1700-е 01,04, 07 3 1960-е 63, 65, 68-69 3 
1710-е 15-16 1 1970-е 72, 76 2 
1720-е 20-21,23,25 3 1980-е 82-83, 86-87 2 

Таблица 3. Количество 
демонстрация 70-летнего 

событий Эль-Ниньо за 
цикла [21] 

десятилетия 

м а с ш т а б о в линейно растет вниз до 300 лет (чтобы 
показать все к р у п н о м а с ш т а б н ы е детали , к о т о р ы е 
м о ж н о получить при анализе и м е ю щ е г о с я конечного 
ряда) . 

Н а рисунке 136 о б р а щ а е т на себя внимание т о т факт, 
что м а с ш т а б около сотни лет разделяет картину коэффи­
циентов на две з а м е т н о р а з л и ч а ю щ и е с я области . В 
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нижней части к а р т и н ы видны всего л и ш ь две с неболь­
ш и м к р у п н о м а с ш т а б н ы е (с м а с ш т а б о м более 150 лет) 
детали . Совершенно отличная структура н а б л ю д а е т с я в 
верхней части картины: практически вся временная 
д и н а м и к а анализируемого процесса сосредоточена на 
м а с ш т а б а х до 100 лет. 

Распределение плотности энергии Ew(a,b), показан­
ное на рис. 13в д л я верхней трети диапазона м а с ш т а б о в 
(до 100 лет) , позволяет более детально изучить вре­
м е н н у ю структуру процесса. Н е с м о т р я на я в н у ю неста­
ционарность , вблизи некоторых м а с ш т а б о в видна похо­
ж а я на периодическую структура . Так, в начале и в конце 
анализируемого временного отрезка в ы д е л я ю т с я по три 

Рис. 13. Динамика количества событий Эль-Ниньо за 500 лет (а), картины коэффициентов (б) и распределения плотности энергии (в). 
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детали с м а с ш т а б а м и около 40 лет (в конце р я д а они 
менее интенсивны). В середине рисунка эта 40-летняя 
периодичность прерывается — здесь видны несколько 
деталей с м а с ш т а б а м и около 25 - 30 лет, к о т о р ы е ф о р м и ­
р у ю т две к р у п н о м а с ш т а б н ы е детали (приблизительно 
8 5 - 9 0 лет) . К р о м е того , м о ж н о о т м е т и т ь несколько 
д и а п а з о н о в л о к а л ь н ы х периодичностей с м а с ш т а б а м и 
от 8 до 11 лет (и с еще м е н ь ш и м и ) . 

М а с ш т а б 9 - 1 0 лет обычно с в я з ы в а ю т с 18,6-летним 
л у н н ы м циклом , к о т о р ы й присутствует в динамике 
засух, наводнений и в ходе т е м п е р а т у р ы в Северной 
Америке [24]. М а с ш т а б около 40 лет м о ж е т б ы т ь связан 
с 7 0 - 8 0 - л е т н и м ц и к л о м событий Э л ь - Н и н ь о , отмечен­
н ы м в [20, 25]; причины генерации этого цикла пока 
неясны. П о п ы т к и связать его с вулканической деятельно­
с т ь ю [26] не представляются обоснованными . Третий 
характерный м а с ш т а б , около 150 лет (ему соответ­
ствуют три самые к р у п н о м а с ш т а б н ы е детали на 
рис. 136), находится на границе точности из-за конечной 
д л и н ы анализируемого р я д а и м о ж е т б ы т ь признан 
недостоверным. 

Т а к и м о б р а з о м , вейвлет-преобразование , одна из 
сильных сторон к о т о р о г о состоит в в о з м о ж н о с т и ана­
лиза структуры неоднородных процессов, по каз ало 
следующее. Существуют л о к а л ь н ы е периодичности 
событий Э л ь - Н и н ь о с м а с ш т а б а м и от 8 до 11 лет; 
необходимо дополнительное изучение вопроса , связаны 
ли они с 18,6-летним л у н н ы м ц и к л о м или 22-летним 
ц и к л о м солнечной активности . О м а с ш т а б а х м е н ь ш е 7 -
8 лет при годичных данных г о в о р и т ь не имеет смысла . 

Вейвлет-анализ не показывает устойчивого 7 0 - 8 0 -
летнего цикла событий Э л ь - Н и н ь о : существует несколь­
ко п р о д о л ж и т е л ь н ы х эпох п о в т о р я ю щ е й с я длительности 
(около 40 лет) , периодичность к о т о р ы х прерывается в 
середине ряда . П р и ч и н ы этого прерывания пока неясны. 
Оно м о ж е т б ы т ь обусловлено и объективными физиче­
скими причинами, и субъективными: анализируемые 
данные реконструированы а в т о р о м р а б о т ы [21] по боль­
ш о м у набору косвенных свидетельств , и отсутствие 
некоторых из них (за соответствующий середине р я д а 
период времени) м о г л о привести к искажению картины. 
Н е к о т о р ы е признаки (например , сохранение ф а з ы коле­
бания) у к а з ы в а ю т на в о з м о ж н о с т ь существования устой­
чивого 7 0 - 8 0 - л е т н е г о цикла событий Э л ь - Н и н ь о . О 
более длительных эпохах не позволяет г о в о р и т ь конеч­
ная длина ряда . 

П р и интерпретации результатов необходимо 
п о м н и т ь , что анализируемые данные реконструированы 
по косвенным свидетельствам и, к р о м е того , не содержат 
и н ф о р м а ц и и ни о длительности , ни об интенсивности 
процесса (они о т р а ж а ю т т о л ь к о наличие или отсутствие 
события Э л ь - Н и н ь о в течение года) и не содержат 
и н ф о р м а ц и и об анти -Эль -Ниньо , или Л а - Н и н ь а , я в л я ю ­
щегося н е о т ъ е м л е м о й частью процесса Ю К Э Н . М н о г о 
б о л ь ш е и г о р а з д о более достоверной и н ф о р м а ц и и содер­
ж а т данные н а б л ю д е н и й за изменениями индекса 
Ю ж н о г о К о л е б а н и я за последнее столетие. 

6.3. Среднемесячные значения 
индекса Южного Колебания 
Н а п о м н и м , что индекс Ю ж н о г о К о л е б а н и я C(t) — это 
определенным о б р а з о м н о р м и р о в а н н а я разность а т м о ­
с ф е р н о г о д а в л е н и я , и з м е р я е м о г о на у р о в н е м о р я на 
с т а н ц и я х , р а с п о л о ж е н н ы х в б л и з и ц е н т р о в д е й с т в и я 

Ю ж н о г о К о л е б а н и я . Обычно он вычисляется следую­
щ и м о б р а з о м . Берутся временные р я д ы давления стан­
ций Т а и т и и Д а р в и н а p y i m (индексы у, m о б о з н а ч а ю т год и 
месяц) . П о н и м вычисляются р я д ы н о р м а л и з о в а н н о г о 
давления станций Ру^т = ( р у > т - (рт))/е, здесь (рт) — 
среднее многолетнее значение (норма) , вычисленное по 
среднемесячным д а н н ы м за период 1 9 5 1 - 1 9 8 0 гг.; г — 
стандартное отклонение, вычисленное по всем значениям 
а н о м а л и й д а в л е н и я за п е р и о д 1 9 5 1 - 1 9 8 0 Г Г . З а т е м 
в ы ч и с л я ю т с я н о р м а л и з о в а н н ы е а н о м а л и и д а в л е н и я 
станций Т а и т и (индекс Т) и Д а р в и н а (индекс D ) ( 5 у ? т = 
= Pjm — Р^т- И , н а к о н е ц , в ы ч и с л я ю т с я з н а ч е н и я 
индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я : С у т = оу^т/о (о — стан­
д а р т н о е о т к л о н е н и е всех р а з н о с т е й ( 5 у ? т з а Т О Т же 
базовый период времени с 1951-го по 1980 гг.) . Отрица­
тельные значения этого индекса тесно связаны с собы­
т и я м и Э л ь - Н и н ь о , п о л о ж и т е л ь н ы е , соответственно , с 
Л а - Н и н ь а . 

Н а рисунке 14 представлены изменение среднемесяч­
ных значений индекса C(t) за последние 108 лет (рис. 14а) 
и картина коэффициентов вейвлет-преобразования 
(рис. 146) в т а к о м диапазоне м а с ш т а б о в , ч т о б ы охва­
тить по в о з м о ж н о с т и все к р у п н о м а с ш т а б н ы е детали 
процесса, описываемые э т и м конечным р я д о м (масштаб 
линейно растет вниз до 97 лет) . Н а рисунке 14в предста­
влено распределение плотности энергии среднемесячных 
значений индекса C(t) в более м е л к о м а с ш т а б н о й обла­
сти, м а с ш т а б меняется до 10,5 лет. 

О б р а щ а ю т на себя внимание два к р у п н о м а с ш т а б н ы х 
м и н и м у м а почти на границах р я д а и ветвящееся "дерево" 

лет 

Рис. 14. Среднемесячные значения индекса Южного Колебания (а), 
картина коэффициентов (б), картина распределения плотности энер­
гии (в), а также картина коэффициентов (г) для фрагмента, взятого в 
рамку на рис. б. 
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п о л о ж и т е л ь н ы х экстремумов между ними. С т в о л дерева 
и две его почти одновременно начинающиеся ветви 
в ы д е л я ю т два практически одинаковых периода — 
между Э л ь - Н и н ь о на границах дерева и в его середине 
по 39,8 лет (что согласуется с м а с ш т а б о м около 40 лет 
д л я 500-летних данных и свидетельствует в пользу 
существования 7 5 - 8 0 - л е т н е г о цикла) . 

Распределение плотности энергии (рис. 14в) показы­
вает, что м е л к о м а с ш т а б н а я часть процесса демонстри­
рует наличие д и а п а з о н о в л о к а л ь н ы х периодичностей и, 
к р о м е того , качественное отличие структуры процесса в 
отрезки времени, принадлежащие и не принадлежащие 
дереву. Внутренняя часть дерева содержит, в основном, 
детали с х а р а к т е р н ы м и м а с ш т а б а м и около 30 и 12 
месяцев, а внешние части дерева составлены, в основ­
н о м , из деталей с м а с ш т а б о м около 18 месяцев. 

В о з м о ж н о , наличием эпох с р а з н о й временной струк­
турой м о ж н о объяснить отмечаемое м н о г и м и а в т о р а м и 
изменение характера сценариев Э л ь - Н и н ь о после сере­
д и н ы 70-х годов . В этой связи следует сказать , что при 
изучении процесса Ю К Э Н (и, в о з м о ж н о , не т о л ь к о 
Ю К Э Н ) не следует делать с л и ш к о м категорических 
в ы в о д о в , опираясь в анализе на н а б л ю д е н и я в течение 
последних нескольких десятилетий. Н е о б х о д и м анализ 
г о р а з д о более представительных данных (в н а ш е м слу­
чае, например , р я д ы н а б л ю д е н и й за последние 30 лет 
оказались бы недостаточными) . 

О д н а к о вернемся к структуре к а р т и н ы коэффициен­
тов . Д в а к р у п н о м а с ш т а б н ы х м и н и м у м а на границах 
дерева и один м е ж д у его ветвями соответствуют интен­
с и в н ы м и п р о д о л ж и т е л ь н ы м явлениям Э л ь - Н и н ь о 1899 -
1902, 1 9 4 0 - 1 9 4 1 и 1 9 8 2 - 1 9 8 3 годов . П р и сравнении с 500-
л е т н и м и д а н н ы м и м о ж н о убедиться , что эти сильнейшие 
за последнее столетие Э л ь - Н и н ь о я в л я ю т с я вполне 
о р д и н а р н ы м и с о б ы т и я м и . Н е с м о т р я на то что 500-
летние данные не содержат и н ф о р м а ц и и об интенсивно­
сти процесса и усреднены по 12 месяцам , детали картин 
х о р о ш о согласуются . М о ж н о считать , что реконструиро­
ванная за последние 500 лет хронология событий Э л ь -
Н и н ь о неплохо описывает динамику Ю ж н о г о К о л е б а н и я 
на б о л ь ш и х временах (порядка нескольких десятилетий) . 

Более п о д р о б н о ветви дерева п о к а з а н ы на рис. 14г: 
здесь м а с ш т а б растет до 29 лет. К а р т и н ы коэффициентов 
(и линий л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в ) д е м о н с т р и р у ю т непро­
стую иерархическую структуру. Если в основании дерева 
м ы о т м е т и л и укрупнение м а с ш т а б а в виде удвоения 
периода, то уже две главные ветви дерева ветвятся по-
р а з н о м у — левая на три , а правая на две ветви. Н а более 
мелких м а с ш т а б а х продолжается , как кажется , нерегу­
лярное чередование удвоения и утроения линий локаль ­
ных м а к с и м у м о в . Встречаются и ветвления типа водо­
раздела , когда в г л а в н у ю л и н и ю л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в 
по мере роста м а с ш т а б а в л и в а ю т с я последовательно 
несколько побочных. 

Внешне похожие ветвления м о ж н о с м о д е л и р о в а т ь 
к а н т о р о в с к и м м н о ж е с т в о м , когда из единичного 
отрезка (у нас это примерно 80 лет) удаляется средняя 
треть , из оставшихся частей также у д а л я ю т с я средние 
трети и т .д. (модель удвоения линий л о к а л ь н ы х макси­
м у м о в ) ; или у д а л я ю т с я две из пяти частей единичного 
отрезка и т .д. в к а ж д о м с л е д у ю щ е м поколении из к а ж д о й 
части (модель утроения) . 

В н а ш е м случае процесс сложнее по крайней мере в 
двух отношениях . Во-первых, встречаются чередую­

щиеся нерегулярным о б р а з о м ветвления двух (или даже 
более) типов — так устроены неоднородные или м у л ь -
т и ф р а к т а л ь н ы е множества . Во-вторых, в отличие от 
с т а н д а р т н о й процедуры построения канторовского м н о ­
жества, где раз удаленная часть отрезка не восстанавли­
вается ни в какой своей части, здесь п р о д о л ж а ю т с я 
ветвления линий л о к а л ь н ы х экстремумов обоих знаков , 
т.е. в удаленном отрезке на следующих этапах как бы 
восстанавливаются некоторые его части. Будет ли ре­
з у л ь т а т о м такого каскадного процесса канторовская 
п ы л ь или иное фрактальное множество , зависит от 
совокупности правил ветвления, выяснить к о т о р ы е по 
ограниченному ряду данных затруднительно . 

Т а к и м о б р а з о м , вейвлет-анализ р я д а среднемесячных 
значений индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я выявил а в т о м о ­
дельную структуру данных и наличие подобного каскад­
н о м у процесса на м а с ш т а б а х от месяца до нескольких 
десятилетий (до 7 0 - 8 0 лет) . Является ли полученная 
древовидная картина линий л о к а л ь н ы х м а к с и м у м о в 
свидетельством того , что система демонстрирует каскад 
увеличений (удвоений, утроений и т.д.) периода, квазипе­
риодическое или иное поведение, является ли продол­
ж а ю щ е е с я на м а л ы х временных м а с ш т а б а х ветвление 
линий л о к а л ь н ы х экстремумов обоих знаков свидетель­
с т в о м наличия каскадного процесса на м а с ш т а б а х 
порядка месяца и менее, покажут дальнейшие исследова­
ния; д л я этого необходим, в частности, анализ р я д о в с 
более м е л к и м разрешением. 

6.4. Суточные значения индекса Южного Колебания 
А н а л и з и р у е м ы й р я д суточных значений индекса C(i) 
о х в а т ы в а е т десятилетний отрезок времени (к сожале­
нию, не п р и н а д л е ж а щ и й дереву, описанному в разделе 
6.3). Н а р и с у н к е 15а, б п р е д с т а в л е н ы р я д с у т о ч н ы х 
значений индекса C(i) и к а р т и н а к о э ф ф и ц и е н т о в его 
вейвлет-преобразования ( м а с ш т а б растет до 3 лет) . 

Сравнение показывает , что среднемесячные значения 
очень х о р о ш о о п и с ы в а ю т м е ж г о д о в у ю изменчивость 

год 

Рис. 15. Суточные значения индекса Южного Колебания за отмечен­
ный линией на рис. 146 период, картина коэффициентов и распреде­
ление плотности энергии. 
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процесса и достаточно х о р о ш о — г о д о в о й ход. Внутри-
г о д о в а я изменчивость г о р а з д о лучше описывается под­
р о б н ы м р я д о м , однако наиболее характерные детали 
прослеживаются на картинах коэффициентов вейвлет-
преобразования обоих р я д о в . 

К а р т и н а распределения плотности энергии индекса 
Ю ж н о г о К о л е б а н и я (рис. 15в, здесь м а с ш т а б меняется до 
1 года) показывает ярко в ы р а ж е н н ы й г о д о в о й ход и 
существенно нестационарную структуру процесса на 
м е н ь ш и х временных м а с ш т а б а х . П о д р о б н ы й анализ 
выявляет в этой нестационарной структуре д и а п а з о н ы 
л о к а л ь н ы х периодичностей процесса с м а с ш т а б а м и 
около недели (большинство м а к с и м у м о в н а б л ю д а е т с я 
на м а с ш т а б а х « 5 и « 9 дней), месяца 25 дней), 8 - 9 
месяцев и около 2 лет 22 месяца) . 

Э т и и описанные в разделах 6.2 и 6.3 м а с ш т а б ы м о ж н о 
обнаружить на спектрах м о щ н о с т и , представленных на 
рис. 16. Здесь показаны спектры м о щ н о с т и , рассчитан­
ные по коэффициентам преобразования Фурье EF 

(рис. 16а) и вейвлет-преобразования Ew (рис. 166) р я д о в 
среднемесячных (штриховые линии) и суточных (сплош­
ные линии) значений C(t). Спектр м о щ н о с т и Ew (см. 
ф о р м у л у (28)) соответствует сглаженному на к а ж д о м 
м а с ш т а б е спектру Фурье. О б а спектра и м е ю т д о в о л ь н о 
большие отрезки со степенным поведением на м а с ш т а ­
бах от нескольких дней до месяца и от двух-трех месяцев 
до года . 

0,001 0,01 0,1 1 10 0,001 0,01 0,1 1 10 
Частота, (мес.) 1 Частота, (мес.)"1 

Рис. 16. Спектры мощности (а) и скалограммы (б) для среднемесяч­
ных (штриховые линии) и суточных (сплошные линии) значений C(t). 

Т а к и м о б р а з о м , описываемый в р е м е н н ы м р я д о м C(i) 
процесс, как и б о л ь ш и н с т в о процессов в природе , проис­
ходит в очень ш и р о к о м диапазоне временных м а с ш т а ­
бов. Спектры Фурье анализируемого р я д а достаточно 
з а ш у м л е н ы , однако на них в ы д е л я ю т с я пики вблизи 
выделенных характерных периодов (практически тех же, 
что и на спектрах м о щ н о с т и , полученных по коэффициен­
т а м вейвлет-преобразования) . К а р т и н ы распределения 
плотности энергии Ew(a,b), представленные выше, 
д е м о н с т р и р у ю т сложное нестационарное поведение про­
цесса, наличие периодических и непериодических соста­
в л я ю щ и х на разных м а с ш т а б а х . 

Т а к о й процесс м о ж е т б ы т ь композицией стохастиче­
ской к о м п о н е н т ы и нескольких регулярных компонент . 

Воспользуемся процедурой Такенса (теорией вложения 
нелинейных динамических систем [27]) д л я конструиро­
вания фазового пространства по временной реализации и 
построения в о з м о ж н о г о а т т р а к т о р а . 

Следуя Такенсу, сконструируем из C(t) m-компонент-
ные векторы состояния с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

Xi= { X I ( * / ) , * 2 ( * / ) , . . . , хт(и)} . 

Здесь Xk(u) — x(ti + (к — 1)т) и т — временная задержка . 
Распределение в е к т о р о в с о с т о я н и я с о с т а в л я е т рекон­
струированное фазовое пространство р а з м е р н о с т и т. 

Д в у м е р н ы е проекции полученных траекторий пока­
заны на рис. 17 д л я разных значений п а р а м е т р а вре­
менной задержки т. П е р в ы е три портрета получены на 
основе р я д а суточных значений, два последних — из р я д а 
среднемесячных значений. Все траектории ограничены, 
однако не п о к а з ы в а ю т явно периодической структуры. 
Х а р а к т е р н ы е петельки видны на двух первых портретах , 
п р о п а д а ю т при задержке в один месяц и снова 
п о я в л я ю т с я при т = 3 мес. В о с т а л ь н о м п о р т р е т ы с 
задержкой р а в н о й о д н о м у и т р е м м е с я ц а м практически 
п о в т о р я ю т друг друга . 

х = x(t) х = x(t) 

х = x(t) 

^ ^^^^^^^^^^^^^ 
х = x(t) 

Рис. 17. Проекции фазового пространства, полученные на основе 
рядов суточных и среднемесячных значений C(t); х\ = 1, Т2 = 3, 
тз = 30 сут.; Т4 = 3 мес. 

П о р т р е т с задержкой т = 12 м е с , т.е. построенный на 
пределе или уж совсем за пределами в о з м о ж н о с т е й 
д л и н ы и м е ю щ е й с я у нас реализации, отличается от 
предыдущих и интересен тем, что траектория этого 
а т т р а к т о р а имеет три оси (можно представить себе 
динамическую систему с т р е м я с т а ц и о н а р н ы м и реше­
ниями) . 

Ограниченность траекторий и не с л и ш к о м б о л ь ш а я 
р а з м е р н о с т ь системы г о в о р я т о в о з м о ж н о с т и построе­
ния м о д е л и процесса и хотя бы о принципиальной 
в о з м о ж н о с т и предсказания его поведения на не слиш­
к о м б о л ь ш и х временах. Я с н о , однако , что длина и м е ю ­
щихся реализаций не позволяет д е л а т ь категорических 
выводов , а ф о р м а последней проекции говорит по край­
ней мере о необходимости анализа более представитель­
ных данных. 
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6.5. Глобальные температуры и Ю К Э Н 
Н а рисунке 18 представлены график изменения а н о м а л и й 
с р е д н е г о д о в ы х значений п р и п о в е р х н о с т н о й т е м п е р а ­
т у р ы воздуха за период с 1850-го по 1990 гг. и соответ­
с т в у ю щ а я картина коэффициентов вейвлет-преобразова­
ния в диапазоне м а с ш т а б о в , о х в а т ы в а ю щ е м практически 
все к р у п н о м а с ш т а б н ы е детали процесса, описываемые 
р я д о м (масштаб линейно растет до 85 лет) . 

1880 1910 1940 1970 Годы 

лет 

Рис. 18. Аномалии среднегодовой глобальной температуры и карти­
на коэффициентов вейвлет-преобразования. 

О б р а щ а е т на себя внимание т о т факт , что м а с ш т а б 
2 5 - 3 0 лет разделяет картину коэффициентов на две 
з амет н о р а з л и ч а ю щ и е с я области . В нижней части кар­
тины видны всего л и ш ь две к р у п н о м а с ш т а б н ы е детали . 
Совершенно отличная структура н а б л ю д а е т с я в верхней 
части картины, где сосредоточена практически вся вре­
менная д и н а м и к а анализируемых данных. 

Н и ж н я я часть к а р т и н ы коэффициентов отражает 
наличие в анализируемых данных к р у п н о м а с ш т а б н о й 
к о м п о н е н т ы , похожей на п о л о ж и т е л ь н ы й тренд, — 
светлая область слева соответствуют о т р и ц а т е л ь н ы м 
значениям коэффициентов , к о т о р ы е с течением времени 
(при движении направо) в о з р а с т а ю т , и в правой нижней 
части к а р т и н ы формируется почти равноценная область 
полож и т ельн ых значений коэффициентов (темная) . 

Структура г о р а з д о более сложная и, на первый 
взгляд , без какого-либо з а м е т н о г о порядка н а б л ю д а ­
ется на м а с ш т а б а х до 2 5 - 3 0 лет. Более п о д р о б н о е 
рассмотрение позволяет , однако , выделить п о в т о р я ю ­
щиеся характерные детали: существует диапазон времен­
ных м а с ш т а б о в , на к о т о р ы х картина имеет практически 
квазипериодическую структуру. М о ж н о сказать , что если 
с а м о й к р у п н о м а с ш т а б н о й с о с т а в л я ю щ е й анализируе­
м о г о процесса является почти линейный положитель ­
ный тренд, то на " м е з о м а с ш т а б а х " процесс предста­
вляется составленным из н е б о л ь ш о г о н а б о р а гармониче­
ских колебаний. 

Н а рисунке 19 в т о м же м а с ш т а б е и за т о т же период 
времени представлены графики а н о м а л и й среднегодо­
вых значений приповерхностной т е м п е р а т у р ы воздуха 
отдельно д л я Северного (рис. 19а) и Ю ж н о г о (рис. 196) 
п о л у ш а р и й и к а р т и н ы коэффициентов вейвлет-преобра­
зования п о л у ш а р н ы х данных: на рис. 19в показана 
картина коэффициентов д л я Северного полушария , на 
рис. 19г — д л я Ю ж н о г о п о л у ш а р и я . 

К а р т и н ы коэффициентов п о л у ш а р н ы х данных и м е ю т 
качественно схожую структуру. Н а и б о л е е заметное 
различие м е ж д у п о л у ш а р и я м и состоит в з а п а з д ы в а н и и 
тренда в Ю ж н о м полушарии : г л о б а л ь н о е потепление в 

1880 1910 1940 1970 Годы 
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Рис. 19. Аномалии среднегодовой температуры для Северного и 
Южного полушарий и соответствующие картины коэффициентов 
вейвлет-преобразования. 

Северном п о л у ш а р и и и начинается раньше , и более 
значительно , чем в Ю ж н о м . Основной причиной такого 
различия является , по -видимому , неравномерное распре­
деление суши, большее количество к о т о р о й приходится 
на Северное полушарие . Н е л ь з я сбрасывать со счетов и 
антропогенный фактор , влияние к о т о р о г о более з а м е т н о 
также в Северном п о л у ш а р и и . Н е о б х о д и м о п р и н и м а т ь 
во внимание также т о т факт, что метеостанций в Ю ж н о м 
п о л у ш а р и и м е н ь ш е и, в о з м о ж н о , данные менее предста­
вительны. О т м е т и м , что тренд, полученный после вычи­
тания из исходных данных реконструированного с п о м о ­
щ ь ю о б р а т н о г о вейвлет-преобразования ряда , не имеет в 
начале столетия характерного и з л о м а , связываемого 
обычно с техногенной нагрузкой. 

Так же, как и д л я а н о м а л и й г л о б а л ь н о й т е м п е р а т у р ы 
вся временная д и н а м и к а анализируемых п о л у ш а р н ы х 
данных сосредоточена на м а с ш т а б а х приблизительно 
до 2 5 - 3 0 лет. 

лет 
Рис. 20. Фрагменты картин коэффициентов для Северного и Южного 
полушарий. 
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Н а рисунке 20 п о к а з а н ы ф р а г м е н т ы п о л у ш а р н ы х 
картин с более п о д р о б н ы м разрешением по м а с ш т а б у : 
м а с ш т а б растет до 30 лет на рис. 20а и до 8 лет на рис. 206 
(временная ось осталась той же, что и на рис. 18, 19). 
Ч т о б ы удобнее б ы л о сравнивать п о л у ш а р н ы е данные , 
к а р т и н ы совмещены м а л ы м и м а с ш т а б а м и — в нижней 
половине к а ж д о г о рисунка показана картина коэффи­
циентов д л я Ю ж н о г о полушария , а в верхней половине 
показана зеркально отраженная картина д л я Северного 
п о л у ш а р и я ( м а с ш т а б в верхней половине , соответ­
ственно, растет вверх). 

Х о р о ш о з а м е т н а я цикличность периодов потепления 
и п охолодан и я на м а с ш т а б а х около 1 0 - 1 1 лет (рис. 206) 
ф о р м и р у е т более длительные эпохи потепления и похо­
л о д а н и я к л и м а т а . П о в т о р я ю щ и е с я относительно круп­
н о м а с ш т а б н ы е детали на рис. 20а свидетельствуют о 
т о м , что более или менее длительные эпохи (продолжи­
т е л ь н о с т ь ю от > 10 до < 30 лет) с п о в ы ш е н и е м и 
понижением среднегодовой т е м п е р а т у р ы сменяли друг 
друга в течение всего анализируемого периода времени 
без ярко выраженной регулярности . Так , эпохи поте­
пления м о ж н о н а б л ю д а т ь примерно в 60-е и 80-е г о д ы 
п р о ш л о г о столетия и на рубеже столетий, в середине 
нашего столетия и в конце ряда . 

Здесь, как и в результатах анализа характеристик 
Ю К Э Н , в ы д е л я ю т с я л о к а л ь н ы е периодичности. Относи­
тельно устойчивый 1 0 - 1 1 - л е т н и й цикл н а б л ю д а е т с я в 
начале ряда . Затем структура этого цикла начинает 
претерпевать некоторые изменения, но м о ж н о н а б л ю ­
д а т ь установление относительно устойчивого 5 - 6 - л е т ­
него цикла (особенно в картине д л я Северного полуша­
рия) . Э т о т период времени соответствует ветвям дерева 
на картине коэффициентов вейвлет-преобразования р я д а 
значений индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я (раздел 6.3). Более 
к р у п н о м а с ш т а б н а я д и н а м и к а среднегодовых а н о м а л и й 
т е м п е р а т у р ы не показывает какой-либо устойчивой 
периодичности. 

Б о л ь ш о й интерес к истории Ю К Э Н связан также с 
тем, что частота процесса Э л ь - Н и н ь о иногда ассоции­
руется с г л о б а л ь н ы м потеплением к л и м а т а [28]. А в т о р 
[21] отмечает , однако , что тесной связи м е ж д у частотой 
событий Э л ь - Н и н ь о и г л о б а л ь н ы м потеплением и м не 
замечено. 

Н а с а м о м деле, о п р я м о й связи между частотой 
событий Э л ь - Н и н ь о и г л о б а л ь н ы м потеплением судить 
сложно , поскольку важна , по -видимому , не т о л ь к о 
частота , но и длительность и интенсивность событий. 
К а к уже упоминалось , изменение этих характеристик 
явления Э л ь - Н и н ь о х о р о ш о описывается значениями 
индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я . 

Н а рисунке 21 д л я сравнения в о д и н а к о в о м м а с ш т а б е 
приведены картина коэффициентов вейвлет-преобразо­
вания р я д а а н о м а л и й среднегодовой т е м п е р а т у р ы 
Ю ж н о г о п о л у ш а р и я (она расположена в верхней части 
рисунка, м а с ш т а б растет вверх) и картина коэффициен­
тов д л я индекса Ю ж н о г о К о л е б а н и я (она в нижней части, 
м а с ш т а б растет вниз). К а р т и н ы черно-белые; черные 
области соответствуют п о л о ж и т е л ь н ы м значениям 
коэффициентов (и связаны с т е п л ы м и эпохами в картине 
д л я а н о м а л и й температуры) , белые — о т р и ц а т е л ь н ы м 
(напомним, что отрицательные значения индекса C(t) 
ассоциируются с с о б ы т и я м и Э л ь - Н и н ь о ) . 

Треугольниками отмечены л и ш ь наиболее значитель­
ные за этот период события Э л ь - Н и н ь о 1 8 9 9 - 1 9 0 0 , 1902, 

AL*. 
V V V V i 

50 лет 

- 50 лет 

Рис. 21. Фрагменты картин коэффициентов вейвлет-преобразования 
среднемесячных значений индекса Южного Колебания и аномалий 
среднегодовых значений температуры для Южного полушария. 

1 9 1 3 - 1 9 1 4 , 1 9 4 0 - 1 9 4 1 , 1970 и 1 9 8 2 - 1 9 8 3 годов . Легко 
видеть , что все более или менее п р о д о л ж и т е л ь н ы е теплые 
периоды связаны с наиболее интенсивными с о б ы т и я м и 
Э л ь - Н и н ь о (даже структура черных деталей в верхней 
картине повторяет структуру белых в нижней). Однако 
частота событий Э л ь - Н и н ь о , по -видимому , не оказывает 
р е ш а ю щ е г о влияния на глобальное потепление. 

Вообще же Э л ь - Н и н ь о м о г у т о к а з ы в а т ь не т о л ь к о 
непосредственное влияние на к л и м а т , но и опосредован­
ное. Непосредственное влияние (через атмосферу) проис­
ходит на временных м а с ш т а б а х порядка 1 - 2 лет — в 
течение действия со быт ия Э л ь - Н и н ь о . Опосредованное 
влияние (через океан), как оказалось [29], м о ж е т проис­
ходить на временах порядка десятилетия и даже, воз­
м о ж н о , больших временных м а с ш т а б а х . 

Спутниковые н а б л ю д е н и я показали [29], что в о л н ы 
планетарного м а с ш т а б а , отраженные от американского 
побережья во время очень интенсивного Э л ь - Н и н ь о 
1 9 8 2 - 1 9 8 3 гг., пересекли Тихий океан и десятью г о д а м и 
позже оказали воздействие на Куросио , в результате чего 
б о л ь ш о е количество теплой в о д ы растеклось от ю ж н о г о 
побережья Я п о н и и в средние ш и р о т ы Тихого океана и 
привело к з а м е т н о м у росту поверхностной т е м п е р а т у р ы 
на высоких ш и р о т а х в северо-западной части Тихого 
океана. Т а к и м о б р а з о м , переработанные океаном 
последствия событий Э л ь - Н и н ь о м о г у т оказаться очень 
д о л г о ж и в у щ и м и . 

7. Заключение 
И т а к , на простых примерах применения вейвлет-преоб­
р а з о в а н и я д л я анализа о д н о м е р н ы х функций с х о р о ш о 
известными свойствами п о к а з а н ы некоторые в о з м о ж н о ­
сти этого относительно нового математического аппа­
рата , п о з в о л я ю щ е г о выявить и наглядно показать струк­
туру (квазипериодическую, а в т о м о д е л ь н у ю и т.д.) опи­
сываемого анализируемой функцией процесса и д а ю щ е г о 
и н ф о р м а ц и ю о характерных м а с ш т а б а х процесса. 

То , что м о д е л ь н ы е п р и м е р ы были о д н о м е р н ы м и 
р я д а м и , не нарушает общности применения вейвлет-
преобразования : определения и свойства преобразова ­
ния легко переносятся на м н о г о м е р н ы е случаи, а незави­
симая переменная (у нас — время) м о ж е т б ы т ь л ю б о й 
скалярной или векторной величиной. 

М а с ш т а б н о - в р е м е н н а я развертка , п о л у ч а ю щ а я с я в 
результате вейвлет-преобразования сигнала, позволяет 
выявить не т о л ь к о осцилляции с х о р о ш о фиксированным 



1170 Н.М. АСТАФЬЕВА [УФН 1996 

периодом , но и нестационарные осцилляции, л о к а л и з о ­
ванные периодичности и т.п. 

Энергия (или дисперсия) коэффициентов вейвлет-
преобразования Ew(a) п р о п о р ц и о н а л ь н а дисперсии ана­
лизируемых данных и дает распределение энергии про­
цесса по м а с ш т а б а м . В о з м о ж н о с т ь получения этой 
характеристики л о к а л ь н о позволяет , например , при 
анализе турбулентных процессов не т о л ь к о получить 
н а б о р характерных м а с ш т а б о в , но и объективно опреде­
л и т ь м а с ш т а б ы , связанные с когерентными структурами, 
и исследовать перемежаемость процесса. 

П о коэффициентам вейвлет-преобразования , а также 
по значениям л о к а л ь н ы х экстремумов м о ж н о вычислить 
р а з м е р н о с т ь анализируемого множества или спектр 
размерностей , если оно м у л ь т и ф р а к т а л ь н о . 

Ф и л ь т р а ц и о н н ы е и реконструкционные свойства пре­
образования п о з в о л я ю т оперировать и н ф о р м а ц и е й 
(сглаживание, разложение на к о м п о н е н т ы , свертка и 
т.п.) без потери значимых деталей. Р а з р ы в ы непрерывно­
сти, скачки и другие особенности, в о з н и к а ю щ и е из-за 
вариаций и з м е р я е м о й характеристики и сбоев или ш у м а 
инструментов измерения , легко детектируются , локали­
зуются и при необходимости м о г у т б ы т ь устранены или 
скорректированы. 

В о з м о ж н о с т и вейвлет-преобразования п о к а з а н ы 
также на примерах анализа некоторых натурных вре­
м е н н ы х метеорологических рядов . 

Вейвлет-преобразование представляется очень пер­
спективным м а т е м а т и ч е с к и м а п п а р а т о м не т о л ь к о д л я 
задач , связанных с а н а л и з о м сигналов различной при­
р о д ы , но и д л я решения уравнений, о п и с ы в а ю щ и х 
сложные нелинейные процессы с в заимодействия ми в 
широких диапазонах м а с ш т а б о в . 

Следует сказать , что вейвлет-преобразование ни в 
коем случае не является з аменой гармонического ана­
лиза и не у м а л я е т его достоинств . Оно просто иное и 
позволяет п о с м о т р е т ь на анализируемый процесс с 
несколько иной точки зрения — с точки зрения другого 
а н а л и з а т о р а (семейства анализаторов ) . 

В заключение а в т о р б л а г о д а р и т Российский фонд 
фундаментальных исследований за частичную под­
держку (грант № 93-01-17342) и Ю . А . К р а в ц о в а за 
внимание к р а б о т е и ценные замечания . 
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The basic theory of the wavelet transform, an effective investigation tool for inhomogeneous processes involving widely different scales 
of interacting perturbations, is presented. In contrast to the Fourier transform, with the analysing function extending over the entire axis 
of time, the two-parametric analysing function of the one-dimensional wavelet transform is well localised in both time and frequency. 
The potential of the method is illustrated by analysing familiar model series (such as harmonic, fractal, and those with various types of 
singularities) and the long-term variation of some météorologie characteristics (Southern oscillation index and global and hemispheric 
temperatures). The analysis of a number of El-Nino events and of the temporal behaviour of the Southern oscillation index reveals 
periodic components, local periodicity features, and time scales on which self-similarity structures are seen. On the whole, both 
stochastic and regular components seem to be present. The global and hemispheric temperatures are qualitatively similar in structure, 
the main difference — presumably due to the greater amount of land and stronger anthropogenic factor — being that the warming trend 
in the Northern hemisphere is slightly stronger and goes first in time. 

PACS numbers: 02.30.-f, 02.90.+ p, 92.60.-e, 92.60.Ry 
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